2.1       Η  ΕΞΙΣΩΣΗ   αx + β = 0
               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  87 – 88

Ερωτήσεις κατανόησης 
1.

Να συμπληρώσετε σε κάθε εξίσωση της στήλης Α το σωστό συμπέρασμα από την στήλη Β 

	Στήλη Α
	Στήλη Β

	α.   3x = 7
	1. έχει μοναδική λύση 

	β.   0x = 0
	2.είναι αδύνατη 

	γ.   0x = 5
	3.είναι ταυτότητα 

	δ.   5x = 0
	

	α
	β
	γ
	δ

	1
	3
	2
	1


               Απάντηση
2.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α) η εξίσωση 
[image: image1.wmf]1

3

x = 2  έχει λύση το 6                               Σ

β) Η εξίσωση 4x = 0 είναι αδύνατη                                  Λ
γ) Η εξίσωση 0x = 0 έχει λύση οποιονδήποτε αριθμό      Σ
δ) Η εξίσωση 0x = 6 έχει λύση την x = 6                          Λ
ε) Η εξίσωση  5( x + 1) = 5x + 5  είναι ταυτότητα           Σ
Απάντηση 

Φαίνεται παραπάνω 

Ασκήσεις 

1.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α)  
[image: image2.wmf]-

3( x + 2) 
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2(x
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1) = 8 + x                   β)  4y 
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2(y
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3) = 2y + 1

γ)  5(
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ω + 2) 
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4 = 6
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5ω                            δ)  (2x + 1)2 + 5 = 4( x2 
[image: image10.wmf]-

10)

Προτεινόμενη λύση 

α)  
[image: image11.wmf]-

3( x + 2) 
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2(x
[image: image13.wmf]-

1) = 8 + x    άρα    
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3x 
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 6 
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2x + 2 = 8 + x  
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3x
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2x 
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x = 8 + 6
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2  
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6x = 12  
                                                                   x =
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 = 
[image: image23.wmf]-
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β)  4y 
[image: image24.wmf]-

2(y
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3) = 2y + 1    άρα    4y 
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2y + 6 = 2y + 1
                                                      4y 
[image: image27.wmf]-

2y 
[image: image28.wmf]-

2y = 1
[image: image29.wmf]-

6

                                                      0y =
[image: image30.wmf]-

5  αδύνατη εξίσωση 

γ)  5(
[image: image31.wmf]-

ω + 2) 
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4 = 6
[image: image33.wmf]-

5ω    άρα    
[image: image34.wmf]-

5ω + 10 
[image: image35.wmf]-

4 = 6
[image: image36.wmf]-

5ω   

                                                        
[image: image37.wmf]-

5ω + 5ω = 6 + 4 
[image: image38.wmf]-

10 

                                                         0ω = 0   η οποία είναι ταυτότητα 

δ)  (2x + 1)2 + 5 = 4( x2 
[image: image39.wmf]-

10)     άρα    4x2 + 4x + 1 + 5 = 4x2 – 40 

                                                               4x2 + 4x 
[image: image40.wmf]-

4x2 = – 40
[image: image41.wmf]-

1
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                                                               4x = – 46 
                                                               x = 
[image: image43.wmf]46
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2.
Να λύσετε τις εξισώσεις
α)  
[image: image45.wmf]x1
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-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image46.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]x + 3

6

= x 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]1
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                       β)  
[image: image50.wmf]y 5
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image52.wmf]y
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= 1 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image54.wmf]3y
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γ)  
[image: image55.wmf]2(
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image56.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image57.wmf]ω + 1
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                   δ)  0,2(3x 
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4) 
[image: image60.wmf]-

5(x
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0,4) = 0,4(1 
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10x)

Προτεινόμενη λύση 

α) 
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2

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image64.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]x + 3

6

= x 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]1

3

    άρα    6(
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]-

6(
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= 6x 
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                                                      3(x
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(x + 3) = 6x 
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                                                      3x 
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3 –x – 3 = 6x 
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                                                      3x –x – 6x = 
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2 + 3 + 3 
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4x = 4 άρα x =
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β)  
[image: image82.wmf]y 5

5

+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image83.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image84.wmf]y
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= 1 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image86.wmf]3y
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     άρα    10(
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= 10 
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                                                      2(y + 5) 
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5y = 10 
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3y
                                                      2y + 10 
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5y = 10 – 3y 

                                                      2y
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5y + 3y = 10 – 10 

                                                           0y = 0 η οποία είναι ταυτότητα

γ)  
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                                                            4(ω
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3(ω + 1) = ω
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ω = 
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5 + 4 + 3 

                                                            0ω = 2 η οποία είναι αδύνατη 

δ)  0,2(3x 
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4) 
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5(x
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0,4) = 0,4(1 
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10x)   άρα   2(3x 
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0,4) = 4(1 
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10x)
                                                                               6x
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50x + 20 = 4
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40x 
                                                                               6x
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50x + 40x = 4 + 8 – 20 
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4x = 
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                                                                               x = 
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3. 

Το τριπλάσιο ενός αριθμού ελαττωμένο κατά  5 είναι ίσο με το μισό του αριθμού αυξημένο κατά 10.  Ποιος είναι ο αριθμός ; 
Προτεινόμενη λύση 

Έστω x ο ζητούμενος αριθμός.  Τότε με βάση τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε την εξίσωση     3x 
[image: image129.wmf]-

5 =
[image: image130.wmf]x
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 +10     άρα    6x
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10 = 2(
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                                                                 6x
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10 = x  + 20 
                                                                 6x
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x = 20  + 10
                                                                 5x = 30    άρα    x = 
[image: image135.wmf]30
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4.

Ρώτησαν κάποιον πόσα ευρώ έχει στο πορτοφόλι του και εκείνος απάντησε

« αν είχα όσα έχω και τα μισά ακόμα και δέκα παραπάνω θα είχα εκατό»  

Μπορεί άραγε με τα χρήματα αυτά να αγοράσει ένα παντελόνι που κοστίζει 65 €;
Προτεινόμενη λύση 

Έστω x το πλήθος των ευρώ.  Τότε με βάση τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε

την εξίσωση    x + 
[image: image136.wmf]x
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 + 10 = 100   άρα    2x + 2(
[image: image137.wmf]x
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 + 20 = 200

                                                                  2x + x + 20 = 200

                                                                  2x + x = 200
[image: image138.wmf]-

20 

                                                                  3x = 180 
                                                                  x = 60 
Πράγμα που σημαίνει ότι ο άνθρωπος είχε 60 ευρώ, άρα δεν μπορεί να αγοράσει το παντελόνι. 
5.

Ο καθηγητής των Μαθηματικών είπε στους μαθητές του :

Σκεφτείτε έναν αριθμό και διπλασιάστε τον 

· Στο αποτέλεσμα να προσθέσετε τον αριθμό 10 

· Το άθροισμα που βρήκατε να το διαιρέσετε με το 2 και από το πηλίκο να αφαιρέσετε τον αριθμό που σκεφτήκατε στην αρχή 

· Κάθε μαθητής πρέπει να έχει βρει αποτέλεσμα τον αριθμό  5  ανεξάρτητα από ποιον αριθμό σκέφτηκε στην αρχή 

Μπορείτε να εξηγήσετε τον ισχυρισμό του καθηγητή ;

Προτεινόμενη λύση 

Έστω x ο αριθμός που σκέφτηκε ένας μαθητής.
Τότε με βάση τα δεδομένα του προβλήματος, το αποτέλεσμα που θα βρει ο μαθητής είναι ίσο με :   
[image: image139.wmf]2x + 10
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x  εκτελώντας πράξεις βρίσκουμε ότι αυτό είναι 
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x  =  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image145.wmf]2x

2

  = 
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 =  
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Επομένως , όποιος αριθμός και να είναι ο  x, το αποτέλεσμα είναι 5 

Διαφορετικά :  Λύνουμε την  εξίσωση    
[image: image148.wmf]2x + 10
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x = 5  
                                                                 2(
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2
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2x = 10 

                                                                 2x + 10 
[image: image152.wmf]-

2x = 10
                                                                 0x = 0 η οποία είναι ταυτότητα
Δηλαδή αληθεύει για οποιαδήποτε τιμή του x 

6.

Ένας ποδηλάτης ξεκινάει από την πόλη Α με κατεύθυνση τη πόλη Β με μέση ταχύτητα 16km / h.  Μία ώρα αργότερα μία φίλη του ξεκινάει από την πόλη Β 

και με μέση ταχύτητα 12 km / h κινείτε προς την πόλη  Α, για να τον συναντήσει. 

Αν η απόσταση των δύο πόλεων είναι  44 km, σε πόσες ώρες από την εκκίνηση 

του ποδηλάτη θα συναντηθούν ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω ότι θα συναντηθούν μετά από  x ώρες αφότου ξεκίνησε ο ποδηλάτης, σε ένα σημείο Γ της διαδρομής. 

Τότε ο ποδηλάτης θα έχει διανύσει την απόσταση ΑΓ, η οποία είναι ίση με 

ΑΓ = 16x km,  ενώ η φίλη του, δεδομένου ότι ξεκίνησε μία ώρα, αργότερα θα έχει διανύσει την απόσταση  ΒΓ η οποία είναι ίση με  ΒΓ = 12( x
[image: image153.wmf]-

1 ) km  
Όμως   ΑΓ + ΓΒ = 44 km 

Επομένως έχουμε την εξίσωση :   16 x + 12 ( x
[image: image154.wmf]-

1) = 44  ή 

                                                       16 x + 12 x -12 = 44 

                                                       16x + 12x = 44 + 12 

                                                       28x = 56 
                                                       x = 2 
Επομένως θα συναντηθούν μετά από 2 ώρες αφότου ξεκίνησε ο ποδηλάτης. 
2.2   Α.     ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 

                    ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ ΑΝΑΛΥΣΗ 
                    ΣΕ ΓΙΝΟΜΕΝΟ

                       Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  92 – 93 

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ)  αν είναι λανθασμένες 
α)    Ο αριθμός  0  είναι λύση της εξίσωσης  x2 
[image: image155.wmf]-

4x + 3 = 0                        (Λ)
β)    Ο αριθμός  3  είναι λύση της εξίσωσης  x2 
[image: image156.wmf]-

4x + 3 = 0                         (Σ)
γ)    Οι λύσεις της εξίσωσης  (x
[image: image157.wmf]-

2)( x + 1) = 0  είναι  x = 2  και  x = 
[image: image158.wmf]-

1     (Σ)
δ)    Η εξίσωση  x2 = 16  έχει μοναδική λύση τον αριθμό  x = 4                    (Λ)
ε)    Η εξίσωση  x2 = 
[image: image159.wmf]-

 9  δεν έχει λύση                                                        (Σ)
στ)  Η εξίσωση  (x
[image: image160.wmf]-

2)2 = 0  έχει διπλή λύση τον αριθμό  x = 2                    (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)   Για  x = 0  η εξίσωση γίνεται  3 = 0  που είναι ψευδές άρα η πρόταση είναι (Λ) 
β)   Για  x = 3 η εξίσωση γίνεται  9
[image: image161.wmf]-

12 + 3 = 0, δηλαδή  0 = 0 που είναι αληθές 

      Άρα η πρόταση είναι  (Σ) 

γ)   Για  x = 2 η εξίσωση γίνεται  0 = 0  αλλά και για  x = 
[image: image162.wmf]-

1  η εξίσωση γίνεται 
      0 = 0,  άρα η πρόταση είναι  (Σ)
δ)   Η εξίσωση  x2 = 16  έχει λύσεις τους αριθμούς  4  και  
[image: image163.wmf]-

4,  άρα η πρόταση 

      είναι  (Λ)
ε)   Προφανώς η πρόταση είναι  (Σ) 

στ) Η εξίσωση γράφεται  (x
[image: image164.wmf]-

2)(x
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2) = 0  απ’ όπου προκύπτει ότι 

      x
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2 = 0   ή   x
[image: image167.wmf]-

2 = 0,   άρα   x = 2   ή   x = 2 ,  άρα το 2 είναι διπλή λύση, 

      οπότε η πρόταση είναι  (Σ) 
2.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με  (Σ)  αν είναι σωστές και με  (Λ)  αν είναι λανθασμένες 
α)   Η εξίσωση  5x
[image: image168.wmf]-

6  = x2  είναι  2ου  βαθμού                         (Σ)
β)   Η εξίσωση   x2 + 3x + 8 = x( x + 2)   είναι 2ου βαθμού       (Λ)
γ)   Η εξίσωση   (λ
[image: image169.wmf]-

2) x2 + 5x + 3 = 0  είναι 

      i)  1ου βαθμού όταν  λ = 2                                                     (Σ)
      ii) 2ου βαθμού όταν λ ≠ 2                                                      (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)  Η εξίσωση γράφεται  x2
[image: image170.wmf]-

5x + 6 = 0  και το πολυώνυμο  x2
[image: image171.wmf]-

5x + 6  είναι 2ου  

      βαθμού 

β)  H εξίσωση γράφεται  x2 + 3x + 8 = x2 + 2x  δηλαδή   x + 8 = 0,  η οποία είναι 1ου 

     βαθμού .

γ)   (i)  Όταν  λ = 2,  η εξίσωση γίνεται  5x + 3 = 0 η οποία είναι 1ου βαθμού

     (ii)  Όταν λ ≠ 2  είναι 2ου βαθμού .                                                  
3.

Ένας μαθητής λύνοντας την εξίσωση  x2 = 6x  απλοποίησε με το x και βρήκε ότι έχει μοναδική λύση την  x = 6 .  Παρατηρώντας όμως την εξίσωση διαπίστωσε ότι επαληθεύεται και για x = 0 .  Που έγινε το λάθος και χάθηκε η λύση x = 0 ; 

Προτεινόμενη λύση 

Το λάθος οφείλεται στο γεγονός ότι για να γίνει απλοποίηση με το x  θα πρέπει το x να είναι ≠ 0
Ασκήσεις 

1. 

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) (x
[image: image172.wmf]-

4)(x + 1) = 0             β) y(y + 5) = 0             γ) (3
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ω)(2ω + 1) = 0 

δ)7x( x
[image: image174.wmf]-

7) = 0                    ε) 3y
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1) = 0 
Προτεινόμενη λύση 

α)  (x
[image: image178.wmf]-

4)(x + 1) = 0   άρα   x
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4 = 0    ή   x + 1 = 0  

                                             x = 4         ή   x = 
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 1  

β)  y(y + 5) = 0     άρα     y = 0    ή   y + 5 = 0  

                                         y = 0    ή   y = 
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 5  

γ)  (3
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ω)(2ω + 1) = 0    άρα    3
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ω = 0    ή    2ω + 1 = 0 
                                                 ω = 3          ή    ω = 
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δ)  7x( x
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7) = 0     άρα    x = 0   ή   x 
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 7 = 0  
                                          x = 0   ή   x = 7        

ε)  3y
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 = 0    άρα    y = 0     ή   
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                                           y = 0     ή   y = 6  

στ)  
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1) = 0    άρα   
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ω = 0   ή   2ω
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1 = 0
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  διπλή ρίζα το  
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2.
Να λύσετε τις εξισώσεις 

α)  x2 = 7x                     β) 
[image: image199.wmf]-

y2 = 9y                              γ)  2ω2 
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72 = 0 

δ) 
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2t2 
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18 = 0            ε) 
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0,2 φ2 + 3,2 = 0               στ) 
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0,5z = 0   

Προτεινόμενη λύση 

α)  x2 = 7x    άρα    x2 
[image: image206.wmf]-

 7x = 0     
                               x(x 
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 7) = 0  

                               x = 0    ή  x 
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 7 = 0   

                               x = 0 ή x = 7 

β) 
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y2 = 9y    άρα    y2 + 9y = 0 

                                 y( y + 9) = 0 

                                 y = 0   ή   y + 9 = 0 
                                 y = 0   ή   y =
[image: image210.wmf]-

9 
γ) 2ω2 
[image: image211.wmf]-

72 = 0     άρα    2 ( ω2
[image: image212.wmf]-

36) = 0 

                                        2(ω
[image: image213.wmf]-

6)( ω +  6) = 0 

                                        ω
[image: image214.wmf]-

6  = 0   ή    ω + 6 = 0 

                                        ω = 6 ή ω = 
[image: image215.wmf]-

6

δ) 
[image: image216.wmf]-

2t2 
[image: image217.wmf]-

18 = 0     άρα    
[image: image218.wmf]-

2 ( t2 + 9)  = 0 

                                          t2 + 9  = 0 πράγμα αδύνατον 

ε) 
[image: image219.wmf]-

0,2 φ2 + 3,2 = 0    άρα   2φ2
[image: image220.wmf]-

32 = 0    

                                              2 ( φ2
[image: image221.wmf]-

16) = 0 

                                              2(φ
[image: image222.wmf]-

4)( φ +  4) = 0 

                                              φ
[image: image223.wmf]-

4 = 0   ή   φ + 6 = 0 

                                              φ = 4 ή φ = 
[image: image224.wmf]-

4

στ)  
[image: image225.wmf]2

z

6


[image: image226.wmf]-

0,5z = 0     άρα     6(
[image: image227.wmf]2

z

6


[image: image228.wmf]-

6(0,5z = 0  

                                             z2  
[image: image229.wmf]-

3z = 0 

                                             z(z
[image: image230.wmf]-

3) = 0

                                             z = 0   ή   z 
[image: image231.wmf]-

 3 = 0 
                                             z = 0 ή z = 3
3. 
Να λύσετε τις εξισώσεις 

 α) (2x
[image: image232.wmf]-

1)2 
[image: image233.wmf]-

1 = 0          β) 3(x + 2)2 = 12                γ) ( x + 1)2 = 2x   
δ) 
[image: image234.wmf]2

(x9)

3

-

 = 27               ε) (3x
[image: image235.wmf]-

1)2 
[image: image236.wmf]-

 4x2 = 0        στ) (x + 
[image: image237.wmf]3

)2 
[image: image238.wmf]-

3 = 0 

Προτεινόμενη λύση 

α)  (2x
[image: image239.wmf]-

1)2 
[image: image240.wmf]-

1 = 0    άρα    [(2x
[image: image241.wmf]-

1) + 1][(2x
[image: image242.wmf]-

1) 
[image: image243.wmf]-

1] = 0 

                                             2x( 2x
[image: image244.wmf]-

2) = 0 

                                             x = 0    ή    2x 
[image: image245.wmf]-

2 = 0 
                                             x = 0 ή  x = 1 
β) 3( x + 2)2 = 12    άρα    (x + 2)2 = 4

                                          (x + 2)2 
[image: image246.wmf]-

 4 = 0
                                          [(x + 2) + 2][(x + 2) 
[image: image247.wmf]-

2] = 0
                                          (x + 4)x = 0 

                                          x = 0   ή   x + 4  = 0 
                                          x = 0 ή  x = 
[image: image248.wmf]-

4
γ) (x + 1)2 = 2x    άρα    (x + 1)2 
[image: image249.wmf]-

 2x  = 0 

                                       x2 + 2x + 1 
[image: image250.wmf]-

 2x  = 0  
                                       x2 + 1 = 0   η οποία είναι αδύνατη 

δ) 
[image: image251.wmf]2

(x9)

3

-

 = 27    άρα   3(
[image: image252.wmf]2

(x9)

3

-

 = 3(27   

                                       (x
[image: image253.wmf]-

9)2 
[image: image254.wmf]-

81 = 0
                                       [(x
[image: image255.wmf]-

9) + 9][(x
[image: image256.wmf]-

9) 
[image: image257.wmf]-

9] = 0 

                                       x( x
[image: image258.wmf]-

18) = 0 

                                       x = 0    ή    x 
[image: image259.wmf]-

18 = 0 
                                       x = 0 ή  x = 18 
ε) ( 3x
[image: image260.wmf]-

1)2 
[image: image261.wmf]-

 4x2 = 0    άρα     [(3x
[image: image262.wmf]-

1) + 2x][(3x
[image: image263.wmf]-

1) 
[image: image264.wmf]-

2x] = 0 

                                                  (5x 
[image: image265.wmf]-

1)( x
[image: image266.wmf]-

1) = 0 

                                                  5x
[image: image267.wmf]-

1 = 0   ή   x 
[image: image268.wmf]-

1 = 0 
                                                  x = 
[image: image269.wmf]1

5

  ή  x = 1 
στ) (x + 
[image: image270.wmf]3

)2 
[image: image271.wmf]-

3 = 0    άρα    (x + 
[image: image272.wmf]3

)2 
[image: image273.wmf]-

 (
[image: image274.wmf]3

)2 = 0

                                                 [(x + 
[image: image275.wmf]3

) + 
[image: image276.wmf]3

][(x + 
[image: image277.wmf]3

) 
[image: image278.wmf]-


[image: image279.wmf]3

] = 0
                                                 (x + 2
[image: image280.wmf]3

)x = 0 

                                                 x = 0    ή    x + 2
[image: image281.wmf]3

  = 0 
                                                 x = 0   ή   x = 
[image: image282.wmf]-

2
[image: image283.wmf]3


4.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) (3x + 1) 2 = 5( 3x + 1)          β) 0,5 (1
[image: image284.wmf]-

y)2 = 18             γ) (2ω2 + 1)(ω2
[image: image285.wmf]-

16) = 0  
Προτεινόμενη λύση 

α) (3x + 1) 2 = 5(3x + 1)   άρα   (3x + 1) 2 
[image: image286.wmf]-

 5(3x + 1) = 0 

                                                   (3x + 1) [(3x + 1) 
[image: image287.wmf]-

5] = 0  

                                                   (3x + 1) (3x 
[image: image288.wmf]-

4) = 0  

                                                   3x + 1  = 0   ή   3x 
[image: image289.wmf]-

4 = 0 
                                                   x = 
[image: image290.wmf]1

3

-

   ή   x = 
[image: image291.wmf]4

3


β) 0,5 (1
[image: image292.wmf]-

y)2 = 18    άρα  (1
[image: image293.wmf]-

y)2  = 36

                                          (1
[image: image294.wmf]-

y)2 
[image: image295.wmf]-

36 = 0 

                                          [(1
[image: image296.wmf]-

y) + 6][(1
[image: image297.wmf]-

y) 
[image: image298.wmf]-

6] = 0

                                          (7
[image: image299.wmf]-

y)(
[image: image300.wmf]-

y 
[image: image301.wmf]-

5) = 0

                                          7
[image: image302.wmf]-

y = 0   ή   
[image: image303.wmf]-

y 
[image: image304.wmf]-

5 = 0 

                                           y = 7 ή y = 
[image: image305.wmf]-

5
γ) (2ω2 + 1)(ω2
[image: image306.wmf]-

16) = 0    άρα    (2ω2 + 1)(ω
[image: image307.wmf]-

4)  ( ω + 4 ) = 0 

                                                      2ω2 + 1= 0     ή    ω
[image: image308.wmf]-

4 = 0   ή    ω + 4  = 0

                                                      2ω2 + 1= 0 αδύνατο   ή   ω = 4   ή   ω =
[image: image309.wmf]-

4   
                                                      ω = 4   ή   ω =
[image: image310.wmf]-

4
5.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) x(x
[image: image311.wmf]-

4) =
[image: image312.wmf]-

4             β)  y2 + y 
[image: image313.wmf]-

12 = 0        γ)  ω2 
[image: image314.wmf]-

2ω – 15 = 0 

δ) 2t2 
[image: image315.wmf]-

7t + 6 = 0         ε)  3φ2 + 1 = 4φ           στ)  5z2 
[image: image316.wmf]-

3z 
[image: image317.wmf]-

8 = 0    

Προτεινόμενη λύση 

α)  x(x
[image: image318.wmf]-

4) =
[image: image319.wmf]-

4    άρα    x2
[image: image320.wmf]-

4x + 4 = 0   

                                        (x
[image: image321.wmf]-

2)2 = 0   

                                         x = 2   διπλή ρίζα         
β)  y2 + y 
[image: image322.wmf]-

12 = 0     άρα   (y + 4)(y
[image: image323.wmf]-

3) = 0 

                                            y + 4 = 0 ή y
[image: image324.wmf]-

3 = 0 

                                            y =
[image: image325.wmf]-

4   ή   y = 3
γ)  ω2 
[image: image326.wmf]-

2ω – 15 = 0   άρα   (ω + 3)(ω
[image: image327.wmf]-

5) = 0          

                                             ω + 3 = 0   ή   ω
[image: image328.wmf]-

5 = 0 

                                             ω =
[image: image329.wmf]-

3  ή   ω = 5
δ) 2t2 
[image: image330.wmf]-

7t + 6 = 0    άρα   2t2 
[image: image331.wmf]-

4t 
[image: image332.wmf]-

3t + 6 = 0  

                                          2t( t
[image: image333.wmf]-

2) 
[image: image334.wmf]-

3( t
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2) = 0 

                                          (t
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2)(2t
[image: image337.wmf]-

3) = 0 

                                          t
[image: image338.wmf]-

2 = 0   ή   2t
[image: image339.wmf]-

3 = 0 

                                          t = 2   ή   t =
[image: image340.wmf]3

2

 
ε)  3φ2 + 1 = 4φ    άρα   3φ2 
[image: image341.wmf]-

4φ + 1 = 0            

                                       3φ2 
[image: image342.wmf]-

3φ 
[image: image343.wmf]-

φ + 1 = 0

                                       3φ(φ
[image: image344.wmf]-

1) 
[image: image345.wmf]-

 (φ
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1) = 0 

                                       (φ
[image: image347.wmf]-

1)(3φ
[image: image348.wmf]-

1) = 0
                                       φ
[image: image349.wmf]-

1 = 0   ή   3φ
[image: image350.wmf]-

1 = 0  

                                       φ = 1   ή   φ =
[image: image351.wmf]1

3

 

στ)  5z2 
[image: image352.wmf]-

3z 
[image: image353.wmf]-

8 = 0    άρα    5z2  + 5 z
[image: image354.wmf]-

8z 
[image: image355.wmf]-

8 = 0 

                                               5z(z + 1) – 8(z +1) = 0 

                                               (z + 1) (5z –8 ) = 0                              

                                               z + 1= 0  ή  5z –8 = 0   

                                               z = – 1 ή  z =
[image: image356.wmf]8
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6.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) 25x2 + 10x + 1 = 0                             β) y2(y
[image: image357.wmf]-

2) + 4y( y
[image: image358.wmf]-

2) + 4y – 8 = 0  

γ) ω2 + 2006ω 
[image: image359.wmf]-

2007 = 0 

Προτεινόμενη λύση 

α) 25x2 + 10x + 1 = 0   άρα   (5x + 1)2 = 0 

                                               5x + 1= 0 
                                               x =
[image: image360.wmf]-


[image: image361.wmf]1

5

  διπλή ρίζα 

β) y2(y
[image: image362.wmf]-

2) + 4y(y
[image: image363.wmf]-

2) + 4y – 8 = 0   άρα   y2(y
[image: image364.wmf]-

2) + 4y(y
[image: image365.wmf]-

2) + 4(y – 2) = 0  

                                                                     (y
[image: image366.wmf]-

2) (y2 + 4y + 4) = 0  

                                                                     (y
[image: image367.wmf]-

2) (y + 2) 2 = 0  
                                                                      y = 2   ή  y = –2  διπλή ρίζα το  –2 
γ) ω2 + 2006ω 
[image: image368.wmf]-

2007 = 0   άρα   ω2 + 2007ω 
[image: image369.wmf]-

ω 
[image: image370.wmf]-

2007 = 0 

                                                      ω(ω
[image: image371.wmf]-

1) + 2007(ω
[image: image372.wmf]-

1) = 0 

                                                      (ω
[image: image373.wmf]-

1) (ω + 2007) = 0 

                                                      ω
[image: image374.wmf]-

1 = 0   ή   ω + 2007  = 0 

                                                      ω = 1   ή   ω =
[image: image375.wmf]-

2007 

7. 

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) x2 – ( α + β) x + αβ = 0       β) x2 – (
[image: image376.wmf]3


[image: image377.wmf]-

1) x 
[image: image378.wmf]-


[image: image379.wmf]3

= 0

Προτεινόμενη λύση 

α) x2 – ( α + β) x + αβ = 0   άρα   (x – α)(x – β) = 0       
                                                      x – α = 0   ή   x – β = 0   

                                                      x = α   ή   x = β    

β) x2 – (
[image: image380.wmf]3


[image: image381.wmf]-

1) x 
[image: image382.wmf]-


[image: image383.wmf]3

= 0    άρα   (x – 
[image: image384.wmf]3

)(x + 1) = 0              
                                                          x – 
[image: image385.wmf]3

= 0   ή   x + 1 = 0 

                                                          x = 
[image: image386.wmf]3

   ή   x = – 1            
8.
[image: image1941.emf]                                                                            Οριζόντια :

                                                1.Μη μηδενική ρίζα της εξίσωσης x2 = 12 x  
                                                        – ρίζα της εξίσωσης x2 + 225 = 30x 
                                                2.Γινόμενο ριζών της εξίσωσης x( x + 4) + 8( x + 4) = 0 
                                                3. Άθροισμα ριζών της εξίσωσης x2
[image: image387.wmf]-

10x + 9 = 0 
                                                4.Η απόλυτη τιμή του γινομένου των ριζών της   

                                                     εξίσωσης x2 = 25 – Η μεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης 

                                                     x2 = 32 x
Κάθετα :  

1. ρίζα της εξίσωσης x2 
[image: image388.wmf]-

20x + 100 = 0 

2. To ακέραιο πηλίκο των ριζών της εξίσωσης x(x
[image: image389.wmf]-

15) = x
[image: image390.wmf]-

15 

3. Το γινόμενο των ριζών της εξίσωσης (x
[image: image391.wmf]-

5)2 – ( x
[image: image392.wmf]-

5) = 0 

4. Μη αρνητική ρίζα της εξίσωσης x2
[image: image393.wmf]-

144 =0 

5. Ρίζα της εξίσωσης x2( x
[image: image394.wmf]-

12) + 2007(x
[image: image395.wmf]-

12) = 0 
[image: image1942.emf]1
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 Οριζόντια :                                               

 1. α) x2 = 12 x  ή x2 
[image: image396.wmf]-

12 x = 0  

                        x( x
[image: image397.wmf]-

12 ) = 0 
                        x = 0 ή x = 12 δεκτό το 12             

    β) x2 + 225 = 30x 

                               x2 
[image: image398.wmf]-

30x + 225 = 0 

                                (x
[image: image399.wmf]-

15) 2 = 0 άρα x = 15

2 . x( x + 4) + 8( x + 4) = 0 

                                         (x + 4)( x + 8)= 0

                                      x + 4 = 0 ή  x + 8 =  0 άρα 
                                             x = 
[image: image400.wmf]-

4 ή x = 
[image: image401.wmf]-

8  με γινόμενο 32 

3 . x2
[image: image402.wmf]-

10x + 9 = 0 

                             (x
[image: image403.wmf]-

1)(x
[image: image404.wmf]-

9) = 0
                             x
[image: image405.wmf]-

1 = 0 ή x
[image: image406.wmf]-

9 = 0 άρα 

                                   x = 1 ή x = 9 με άθροισμα 10 

4 . α) x2 = 25 

                     x2 
[image: image407.wmf]-

25 = 0 
                     (x
[image: image408.wmf]-

5)(x + 5) = 0

                     x
[image: image409.wmf]-

5 = 0 ή x + 5 = 0 άρα 

                           x = 5 ή x = 
[image: image410.wmf]-

5  με   | 
[image: image411.wmf]-

5(5| = 25

β) x2 = 32x   ή  x2 
[image: image412.wmf]-

32 x = 0  

                         x( x
[image: image413.wmf]-

32 ) = 0 
                         x = 0 ή x = 32 δεκτό το 32
Κάθετα : 

 1 . x2 
[image: image414.wmf]-

20x + 100 = 0
                                   ( x
[image: image415.wmf]-

10) 2 = 0  άρα x = 10 
 2  . x(x
[image: image416.wmf]-

15) = x
[image: image417.wmf]-

15
                                  x(x
[image: image418.wmf]-

15) – ( x
[image: image419.wmf]-

15) = 0 

                                  (x
[image: image420.wmf]-

15)( x – 1) = 0
                                  x
[image: image421.wmf]-

15 = 0  ή  x – 1 = 0 άρα x = 15 ή x = 1 με ακέραιο πηλίκο 15

3. (x
[image: image422.wmf]-

5)2 – ( x
[image: image423.wmf]-

5) = 0
                                    (x
[image: image424.wmf]-

5)[(x– 5)
[image: image425.wmf]-

1] = 0

                                       (x
[image: image426.wmf]-

5)(x– 6) = 0

                                      x
[image: image427.wmf]-

5 = 0  ή x– 6  = 0 άρα x =5 ή  x = 6 με γινόμενο 30 

4. x2
[image: image428.wmf]-

144 = 0 
                     ( x
[image: image429.wmf]-

12)( x + 12 ) = 0

                      x
[image: image430.wmf]-

12 = 0 ή  x + 12 = 0  άρα x =
[image: image431.wmf]-

12 ή x =12 δεκτό το 12 

5. x2( x
[image: image432.wmf]-

12) + 2007(x
[image: image433.wmf]-

12) = 0 

                                                  (x
[image: image434.wmf]-

12 )( x2 + 2007) = 0  
                                               x
[image: image435.wmf]-

12 = 0  ή  x2 + 2007 = 0 που είναι αδύνατο 

                                                              άρα x = 12 

το λυμένο σταυρόλεξο φαίνεται παραπάνω 

2.2   B.       ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ
                    ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ ΤΗ 

                    ΒΟΗΘΕΙΑ ΤΥΠΟΥ 

                  Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  96 – 97 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Αν  Δ  είναι η διακρίνουσα της εξίσωσης  αx2 + βx + γ = 0  , α ≠ 0  τότε να αντιστοιχίσετε σε κάθε περίπτωση της στήλης Α το σωστό συμπέρασμα από τη
 στήλη Β. 

	Στήλη Α 
	Στήλη Β

	α . Δ >0 
	1.Η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον λύση 

	β.  Δ = 0 
	2.Η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις 

	γ. Δ ( 0
	3.Η εξίσωση έχει μία διπλή λύση

	δ. Δ < 0 
	4. Η εξίσωση δεν έχει λύση 


	α
	β
	γ
	δ

	2
	3
	1
	4


Απάντηση

Από την θεωρία ξέρουμε ότι 

α . Αν  Δ > 0,  η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις.   Άρα  α ( 2

β.  Αν  Δ = 0,  η εξίσωση έχει μία διπλή λύση.  Άρα  β (3 

γ.  Αν  Δ ( 0,   η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον λύση.  Άρα  γ ( 1
δ.  Αν Δ < 0,   η εξίσωση  δεν έχει λύση .  Άρα  δ ( 4 
2. 

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  Αν μία εξίσωση  2ου  βαθμού έχει διακρίνουσα θετική τότε δεν έχει λύση       (Λ)                                                   

β)  Αν μία εξίσωση  2ου  βαθμού έχει διακρίνουσα θετική ή μηδέν τότε έχει 

     μία τουλάχιστον λύση                                                                                         (Σ)
γ)  Η εξίσωση  2x2 + 4x 
[image: image436.wmf]-

6 = 0  έχει ως λύσεις τους αριθμούς 1 και 
[image: image437.wmf]-

3,

     οπότε το τριώνυμο  2x2 + 4x 
[image: image438.wmf]-

6  γράφεται 2x2 + 4x 
[image: image439.wmf]-

 6 = ( x
[image: image440.wmf]-

1)(x + 3)        (Λ)
Απάντηση

Από τη θεωρία ξέρουμε ότι 

α)  αν  Δ > 0, τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες . Άρα   (Λ) 

β)  αν  Δ ( 0, τότε η εξίσωση έχει ή δύο ρίζες άνισες ή δύο ρίζες ίσες . Άρα  (Σ) 

γ)  το τριώνυμο γράφεται 2x2 + 4x 
[image: image441.wmf]-

6 = 2( x
[image: image442.wmf]-

1)(x + 3).  Άρα  (Λ)                                 
3.

Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω εξισώσεις είναι προτιμότερο να λυθούν με την βοήθεια του τύπου

α) 2x2 = 7x                β) 3x2
[image: image443.wmf]-

2x + 8 = 0          γ) 
[image: image444.wmf]-

2x2 + 50 = 0       δ) 5x2 + x – 4 = 0 

Προτεινόμενη λύση 

Οι εξισώσεις  α  και  γ  λύνονται εύκολα χωρίς τη χρήση του τύπου, ως εξής 

 2x2 = 7x  άρα   2x2 
[image: image445.wmf]-

 7x  = 0 
                          x(2x 
[image: image446.wmf]-

 7) = 0  

                          x = 0    ή    2x – 7 = 0  
                          x = 0 ή  x = 
[image: image447.wmf]7

2



[image: image448.wmf]-

2x2 + 50 = 0   άρα    –2(x2 – 25) = 0  
                                    –2(x – 5)( x + 5 ) = 0 

                                    x  – 5 = 0   ή    x + 5= 0  
                                    x = 5   ή   x = – 5 

Για τις δύο άλλες προτιμότερος είναι ο τύπος                  
Ασκήσεις 

1.

Να φέρετε τις εξισώσεις της πρώτης στήλης στη μορφή αx2 + βx + γ = 0  και να συμπληρώσετε τις υπόλοιπες στήλες του πίνακα 

	Εξίσωση
	αx2 + βx + γ = 0
	α
	β
	γ

	x(x
[image: image449.wmf]-

1) = 
[image: image450.wmf]-

 2
	x2
[image: image451.wmf]-

x + 2 = 0
	1
	
[image: image452.wmf]-

1
	   2

	3x2 + 4 =2( x + 2)
	3x2 
[image: image453.wmf]-

 2x = 0    
	3
	
[image: image454.wmf]-

2
	   0

	(x
[image: image455.wmf]-

1)2 = 2( x2
[image: image456.wmf]-

x)
	2x2
[image: image457.wmf]-

x
[image: image458.wmf]-

1 = 0   
	2
	
[image: image459.wmf]-

1
	
[image: image460.wmf]-

1


Προτεινόμενη λύση 

x(x
[image: image461.wmf]-

1) = 
[image: image462.wmf]-

 2    άρα    x2
[image: image463.wmf]-

x + 2 = 0    με  α = 1 ,   β =
[image: image464.wmf]-

1    και   γ = 2   
3x2 + 4 =2( x + 2)   άρα   3x2 + 4 = 2x + 4 

                                         3x2 
[image: image465.wmf]-

 2x = 0         με  α = 3 ,   β =
[image: image466.wmf]-

2   και  γ = 0  
(x
[image: image467.wmf]-

1)2 = 2( x2
[image: image468.wmf]-

x)   άρα  x2
[image: image469.wmf]-

2x + 1 = 2x2
[image: image470.wmf]-

2x 

                                         x2
[image: image471.wmf]-

1 = 0      με   α = 1 ,   β = 0   και  γ =
[image: image472.wmf]-

1

Συμπληρωμένος ο πίνακας φαίνεται παραπάνω 
2.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) x2
[image: image473.wmf]-

x
[image: image474.wmf]-

2 = 0                      β)  4y2 + 3y
[image: image475.wmf]-

1 = 0                    γ)  
[image: image476.wmf]-

2ω2 + ω + 6 = 0 
δ) 2z2
[image: image477.wmf]-

3z + 1 = 0                  ε)  
[image: image478.wmf]-

25t2 + 10t 
[image: image479.wmf]-

1 = 0            στ)  4x2 
[image: image480.wmf]-

12x + 9 = 0 

ζ) 3x2 + 18x + 27 = 0             η)  x2
[image: image481.wmf]-

4x = 5                            θ)  x2
[image: image482.wmf]-

3x + 7 = 0 

Προτεινόμενη λύση 

α)   

x2
[image: image483.wmf]-

x
[image: image484.wmf]-

2 = 0     

Δ = β2
[image: image485.wmf]-

4αγ = (
[image: image486.wmf]-

1)2 
[image: image487.wmf]-

 4 (1( (
[image: image488.wmf]-

2) = 1 + 8 = 9 > 0       

Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις  x1,2 = 
[image: image489.wmf]βΔ

2

α

-±

 = 
[image: image490.wmf]19

21

±

×

 = 
[image: image491.wmf]13

2

±

  
                                                                    άρα  x1 =
[image: image492.wmf]13

2

+

 = 2   ή   x2 = 
[image: image493.wmf]13

2

-

 =
[image: image494.wmf]-

1 
β )  

4y2 + 3x
[image: image495.wmf]-

1 = 0     

Δ = β2
[image: image496.wmf]-

4αγ = 32 
[image: image497.wmf]-

4 ( 4 ( (
[image: image498.wmf]-

1)  =  9 + 16  = 25 > 0 

Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις  y1,2 = 
[image: image499.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image500.wmf]325

24

-±

×

 = 
[image: image501.wmf]35

8

-±

  
                                                                    άρα  y1 =
[image: image502.wmf]35

8

-+

 = 
[image: image503.wmf]1

4

  ή   y2 = 
[image: image504.wmf]35

8

--

 =
[image: image505.wmf]-

1 

γ)  

[image: image506.wmf]-

2ω2 + ω + 6 = 0   άρα   2ω2 – ω
[image: image507.wmf]-

6 = 0 

 Δ = β2
[image: image508.wmf]-

4αγ = (
[image: image509.wmf]-

1)2 
[image: image510.wmf]-

4 ( 2 ( (
[image: image511.wmf]-

6) = 1 + 48 = 49 > 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις  ω1,2 = 
[image: image512.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image513.wmf]149

22

±

×

 = 
[image: image514.wmf]17

4

±


                                                                    άρα  ω1 =
[image: image515.wmf]17

4

+

 = 2   ή   ω2 = 
[image: image516.wmf]17

4

-

 =
[image: image517.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image518.wmf]3

2

 

δ)  
2z2
[image: image519.wmf]-

3z + 1 = 0                  

Δ = β2
[image: image520.wmf]-

4αγ = (
[image: image521.wmf]-

3)2 
[image: image522.wmf]-

4(2(1 = 9 
[image: image523.wmf]-

8 = 1 > 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες τις,  z1,2 = 
[image: image524.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image525.wmf]31

22

±

×

 = 
[image: image526.wmf]31

4

±

  
                                                                   άρα   z1 =
[image: image527.wmf]31

4

+

 = 1    ή    z2 = 
[image: image528.wmf]31

4

-

 =
[image: image529.wmf]1

2

 

ε) 

[image: image530.wmf]-

25t2 + 10t 
[image: image531.wmf]-

1 = 0   άρα   25t2 
[image: image532.wmf]-

 10t  + 1 = 0 
Δ = β2
[image: image533.wmf]-

4αγ = (
[image: image534.wmf]-

10)2 
[image: image535.wmf]-

4(25(1 = 100 
[image: image536.wmf]-

100 = 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες ίσες (μία διπλή),  την  t1 = t2 =
[image: image537.wmf]β

2

α

-

 =
[image: image538.wmf]10

225

×

 = 
[image: image539.wmf]1

5


στ)     
4x2 
[image: image540.wmf]-

12x + 9 = 0         

Δ = β2
[image: image541.wmf]-

4αγ = (
[image: image542.wmf]-

12)2 
[image: image543.wmf]-

4(4(9 = 144 
[image: image544.wmf]-

144 = 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες ίσες (μία διπλή), την   x1 = x2 =
[image: image545.wmf]β

2

α

-

 =
[image: image546.wmf]12

24

×

 =
[image: image547.wmf]3

2

 
ζ) 

3x2 + 18x + 27 = 0             
Δ = β2
[image: image548.wmf]-

4αγ = 182 
[image: image549.wmf]-

4 (3(27 = 324 
[image: image550.wmf]-

324 = 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες ίσες (μία διπλή) ,  την   x1 = x2 =
[image: image551.wmf]β

2

α

-

 =
[image: image552.wmf]18

23

-

×

 = 
[image: image553.wmf]-

3 
η)  
x2
[image: image554.wmf]-

4x = 5  ή   x2
[image: image555.wmf]-

4x 
[image: image556.wmf]-

 5 = 0  
 Δ = β2
[image: image557.wmf]-

4αγ = (
[image: image558.wmf]-

4)2 
[image: image559.wmf]-

4(1((
[image: image560.wmf]-

5) = 16 + 20 = 36 > 0    
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις   x1,2 = 
[image: image561.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image562.wmf]436

21

±

×

 = 
[image: image563.wmf]46

2

±


                                                                    άρα   x1 =
[image: image564.wmf]46

2

+

 = 5   ή   x2 = 
[image: image565.wmf]46

2

-

 =
[image: image566.wmf]-

1 

θ )  
x2
[image: image567.wmf]-

3x + 7 = 0

 Δ = β2
[image: image568.wmf]-

4αγ = (
[image: image569.wmf]-

3)2 
[image: image570.wmf]-

4( 1(7 = 9
[image: image571.wmf]-

28 = 
[image: image572.wmf]-

19 < 0     
Επομένως η εξίσωση είναι αδύνατη   
3.

Να λύσετε τις εξισώσεις  α) x2
[image: image573.wmf]-

7x = 0    β) x2
[image: image574.wmf]-

16 = 0 

i) Με την βοήθεια του τύπου     ii) με ανάλυση σε γινόμενο παραγόντων 

Προτεινόμενη λύση 

i) α) 
x2
[image: image575.wmf]-

7x = 0    
Δ = β2
[image: image576.wmf]-

4αγ = (
[image: image577.wmf]-

7)2 
[image: image578.wmf]-

4(1(0 = 49  > 0     
επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις   x1,2 = 
[image: image579.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image580.wmf]749

21

±

×

 = 
[image: image581.wmf]77

2

±

  
                                                                    άρα   x1 =
[image: image582.wmf]77

2

+

 = 7   ή    x2 = 
[image: image583.wmf]77

2

-

 = 0 

i) β)  

x2
[image: image584.wmf]-

16 = 0 
Δ = β2
[image: image585.wmf]-

4αγ = 02 
[image: image586.wmf]-

4(1((
[image: image587.wmf]-

16) = 64  > 0     
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις   x1,2 = 
[image: image588.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image589.wmf]064

21

±

×

 = 
[image: image590.wmf]8

2

±

  
                                                                    άρα   x1 =
[image: image591.wmf]8

2

 = 4    ή    x2 = 
[image: image592.wmf]8

2

-

 = 
[image: image593.wmf]-

4 

ii) α) 
x2
[image: image594.wmf]-

7x = 0    άρα   x (x
[image: image595.wmf]-

7) = 0  

                              x = 0   ή   x
[image: image596.wmf]-

7 = 0   
                              x = 0   ή   x = 7  

  ii) β) 

x2
[image: image597.wmf]-

16 = 0    άρα   (x + 4) (x
[image: image598.wmf]-

4) = 0  
                              x  + 4 = 0   ή   x
[image: image599.wmf]-

4 = 0   
                              x = 
[image: image600.wmf]-

4   ή   x = 4  
4.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α)  3x2 
[image: image601.wmf]-

2(x
[image: image602.wmf]-

1) = 2x + 1                     β) ( y + 2) 2 + ( y
[image: image603.wmf]-

1)2 = 5(2y + 3) 

γ) (2ω
[image: image604.wmf]-

3)2 – (ω
[image: image605.wmf]-

2)2 = 2ω2 – 11          δ) φ(8
[image: image606.wmf]-

φ) – ( 3φ + 1)(φ + 2) = 1 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

3x2 
[image: image607.wmf]-

2(x
[image: image608.wmf]-

1) = 2x + 1   άρα   3x2 
[image: image609.wmf]-

2x + 2  = 2x + 1  

                                                3x2 
[image: image610.wmf]-

4x + 1= 0   

Δ = β2
[image: image611.wmf]-

4αγ = (
[image: image612.wmf]-

4)2 
[image: image613.wmf]-

4(3(1 = 4  > 0     
Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τις   x1,2 = 
[image: image614.wmf]βΔ

2

α

-±

 =
[image: image615.wmf]44

23

±

×

 = 
[image: image616.wmf]42

2

±

  
                                                                    άρα   x1 =
[image: image617.wmf]42

6

+

 = 1  ή   x2 = 
[image: image618.wmf]42

6

-

 = 
[image: image619.wmf]1

3


β) 

(y + 2) 2 + ( y
[image: image620.wmf]-

1)2 = 5(2y + 3)    άρα   y2 + 4y + 4 +y2
[image: image621.wmf]-

2y + 1 = 10y + 15

                                                              2y2
[image: image622.wmf]-

8y
[image: image623.wmf]-

10 = 0    

                                                              y2
[image: image624.wmf]-

4y
[image: image625.wmf]-

5 = 0  

Λύνοντας κατά τα γνωστά βρίσκουμε τις ρίζες   y1 = 5 ,   y2 =
[image: image626.wmf]-

1 
γ) 

(2ω
[image: image627.wmf]-

3)2 – (ω
[image: image628.wmf]-

2)2 = 2ω2 – 11   άρα   4ω2
[image: image629.wmf]-

12ω + 9 – (ω2
[image: image630.wmf]-

4ω + 4) = 2ω2 – 11          

                                                            4ω2
[image: image631.wmf]-

12ω + 9 – ω2 + 4ω – 4 = 2ω2 – 11          

                                                            ω2
[image: image632.wmf]-

8ω + 16 = 0 

Λύνοντας κατά τα γνωστά βρίσκουμε τις ρίζες    ω1 = 4 ,    ω2 = 4 
δ) 

φ(8
[image: image633.wmf]-

φ) – ( 3φ + 1)(φ + 2) = 1    άρα   8φ
[image: image634.wmf]-

φ2 – ( 3φ2 + 6φ + φ + 2) = 1

                                                             8φ
[image: image635.wmf]-

φ2 – 3φ2 – 6φ – φ – 2 = 1

                                                             4φ2 – φ + 3 = 0  

Δ = – 11 < 0 ,  επομένως η εξίσωση είναι αδύνατη 

5.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α)  
[image: image636.wmf]2

x1

3

-

 
[image: image637.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image638.wmf]x3

5

+

= x
[image: image639.wmf]-

2                        β)  
[image: image640.wmf]2

y

3

 
[image: image641.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image642.wmf]6y + 1

4

 = 
[image: image643.wmf]y  2

6

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image644.wmf]-

2 
γ)  0,5t2 – 0,4 ( t + 2) = 0,7( t – 2)           δ)  
[image: image645.wmf]ω

2

 ( 
[image: image646.wmf]3

ω – 7) = 
[image: image647.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image648.wmf]3


Προτεινόμενη λύση 

α) 


[image: image649.wmf]2

x1

3

-

 
[image: image650.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image651.wmf]x3

5

+

= x
[image: image652.wmf]-

2    άρα    15(
[image: image653.wmf]2

x1

3

-

 
[image: image654.wmf]-

15(
[image: image655.wmf]x3

5

+

= 15x
[image: image656.wmf]-

30

                                                 5(x2 
[image: image657.wmf]-

1) 
[image: image658.wmf]-

 3(x + 3) = 15 x – 30 

                                                 5x2 
[image: image659.wmf]-

5 
[image: image660.wmf]-

3x 
[image: image661.wmf]-

9 = 15 x – 30  

                                                 5x2 
[image: image662.wmf]-

18x  + 16 = 0  
Δ = 4 > 0   και ρίζες   x1= 2 ,   x2 =
[image: image663.wmf]8

5

 

β) 


[image: image664.wmf]2

y

3

 
[image: image665.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image666.wmf]6y + 1

4

 = 
[image: image667.wmf]y  2

6

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image668.wmf]-

2   άρα    12(
[image: image669.wmf]2

y

3

 
[image: image670.wmf]-

12(
[image: image671.wmf]6y + 1

4

 = 12(
[image: image672.wmf]y  2

6

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image673.wmf]-

24

                                                        4y2 
[image: image674.wmf]-

3(6y + 1) = 2(y
[image: image675.wmf]-

2) 
[image: image676.wmf]-

24

                                                        4y2 
[image: image677.wmf]-

18y 
[image: image678.wmf]-

 3 = 2y
[image: image679.wmf]-

4 
[image: image680.wmf]-

24

                                                        4y2 
[image: image681.wmf]-

20y + 25 = 0 
Δ = 0   και ρίζες   y1= y2 =
[image: image682.wmf]5

2


γ) 
0,5t2 – 0,4 (t + 2) = 0,7(t – 2)    άρα   5t2 – 4 (t + 2) = 7(t – 2)

                                                              5t2 – 4t – 8 = 7t – 14

                                                              5t2 – 11t + 6 = 0 , 
Δ = 1 > 0   και ρίζες   t1= 1,   t2 =
[image: image683.wmf]6

5


δ) 

[image: image684.wmf]ω

2

 (
[image: image685.wmf]3

ω – 7) = 
[image: image686.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image687.wmf]3

   άρα   2(
[image: image688.wmf]ω

2

 (
[image: image689.wmf]3

ω – 7) = 
[image: image690.wmf]-

2
[image: image691.wmf]3


                                                ω(
[image: image692.wmf]3

ω – 7) = 
[image: image693.wmf]-

2
[image: image694.wmf]3


                                                
[image: image695.wmf]3

ω2 – 7ω + 2
[image: image696.wmf]3

 = 0 

Δ = 25 > 0  και ρίζες    ω1 = 
[image: image697.wmf]3

3

 ,    ω 2 =2
[image: image698.wmf]3

  
6. 
Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα 

α)  x2 + 4x 
[image: image699.wmf]-

12              β)  3y2
[image: image700.wmf]-

8y +5           γ) 
[image: image701.wmf]-

2ω2 + 5ω 
[image: image702.wmf]-

3

ε)  x2 
[image: image703.wmf]-

16x + 64          στ)  9y2 +12y + 4         ζ)  –ω2 + 10ω 
[image: image704.wmf]-

25 
Προτεινόμενη λύση 

α)  
x2 + 4x 
[image: image705.wmf]-

12 ,   Δ = 64 ,   x1= 2 ,  x2 =
[image: image706.wmf]-

6       άρα  x2 + 4x 
[image: image707.wmf]-

12 = (x
[image: image708.wmf]-

2)(x + 6)   
β)  
3y2
[image: image709.wmf]-

8y + 5 ,    Δ = 4 ,   y1 = 1 ,  y2 =
[image: image710.wmf]5

3

   άρα     3y2
[image: image711.wmf]-

8y +5 = 3(y
[image: image712.wmf]-

1)
[image: image713.wmf]5

y

3

æö

-

ç÷

èø


γ) 

[image: image714.wmf]-

2ω2 + 5ω 
[image: image715.wmf]-

3 ,   Δ = 1,  ω1 = ,  ω2 = 
[image: image716.wmf]3

2

   άρα   
[image: image717.wmf]-

2ω2 + 5ω 
[image: image718.wmf]-

3 = 
[image: image719.wmf]-

2 (ω
[image: image720.wmf]-

1)
[image: image721.wmf]3

2

æö

w-

ç÷

èø

 
ε) 
x2 
[image: image722.wmf]-

16x + 64  , Δ = 0 ,   x1= x2 = 8,    άρα   x2 
[image: image723.wmf]-

16x + 64  = (x
[image: image724.wmf]-

8)2 

στ) 
9y2 +12y + 4 ,   Δ = 0 ,    y1 = y2 =
[image: image725.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image726.wmf]2

3

   άρα   9y2 +12y + 4  = 9
[image: image727.wmf]2

2

y

3

æö

+

ç÷

èø

 

ζ) 

 – ω2 + 10ω 
[image: image728.wmf]-

25 ,   Δ = 0 ,   ω1= ω2 = 5   άρα    – ω2 + 10ω 
[image: image729.wmf]-

25 = – (ω
[image: image730.wmf]-

5)2 

7.

 Αν  α , β  πραγματικοί αριθμοί με  α ≠ 0 ,  να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια τουλάχιστον λύση. 

α)  αx2 – x + 1
[image: image731.wmf]-

α = 0                β) αx2 + (α + β) x + β = 0 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

αx2 – x + 1
[image: image732.wmf]-

α = 0 ,    Δ = 1 
[image: image733.wmf]-

4α(1
[image: image734.wmf]-

α) = 4α2
[image: image735.wmf]-

4α + 1 = ( 2α
[image: image736.wmf]-

1)2 ( 0             

Άρα η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον λύση.

Ειδικότερα :   αν  Δ = 0,  δηλαδή αν 2α
[image: image737.wmf]-

1 = 0, συνεπώς  α = 
[image: image738.wmf]1

2

, η εξίσωση έχει μία

                       διπλή λύση 

                      αν  Δ > 0 , δηλαδή αν  α ≠ 
[image: image739.wmf]1

2

 ,  τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες 

β) 

αx2 + ( α + β) x + β = 0  

 Δ = (α + β) 2 – 4αβ = α2 + 2αβ + β2 – 4αβ = α2 – 2αβ + β2 = (α – β) 2 ( 0             

Άρα η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον λύση.

Ειδικότερα :   αν  Δ = 0,   δηλαδή αν α
[image: image740.wmf]-

β = 0,  συνεπώς α = β,  η εξίσωση έχει μία

                       διπλή λύση 

                       αν  Δ > 0 ,  δηλαδή αν α ≠ β,  τότε  η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες 

8.

Δίνεται η εξίσωση  (α + γ) x2
[image: image741.wmf]-

2βx + (α
[image: image742.wmf]-

γ) = 0 ,  όπου  α,  β,  γ είναι τα μήκη των πλευρών τριγώνου  ΑΒΓ.  Αν η εξίσωση έχει μία διπλή λύση ,  να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο . 

Αφού η εξίσωση έχει διπλή λύση,  είναι  Δ = 0  άρα  4β2
[image: image743.wmf]-

4(α + γ)( α
[image: image744.wmf]-

γ) = 0

                                                                                     β2
[image: image745.wmf]-

( α2
[image: image746.wmf]-

γ2) = 0 

                                                                                     β2
[image: image747.wmf]-

α2 + γ2 = 0 

                                                                                     α2 = β2 + γ2  

Επομένως το τρίγωνο  ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά  α. 

2.3       ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  101 – 102

Ασκήσεις 

1 .

[image: image1943.emf](δ)

(γ) 

(β) 

(α)

δ = 10 m 

x + 2

x

x + 1

x

E = 20 m

2

δ = 7 2 m

x

Ε = 314 m

2

x

Να υπολογίσετε το  x  σε κάθε μία από τις περιπτώσεις 

Προτεινόμενη λύση 

α)  Ε = πρ2   άρα   314 = 3,14 x2    άρα   x2 = 
[image: image748.wmf]314

3,14

= 100    οπότε  x = 10 
β)  Το Πυθαγόρειο θεώρημα δίνει    x2 + x2 = δ2     άρα    2x2 = δ2 

                                                                                            2x2 =
[image: image749.wmf](

)

2

72


                                                                                            2x2 = 49 (2   

                                                                                            x2 = 49     άρα    x = 7 

γ)  Ε = x(x + 1)   άρα   20 = x2 + x 

                                     x2 + x
[image: image750.wmf]-

20 = 0  
                         ρίζες    x = 4   ή   x =
[image: image751.wmf]-

5  δεκτή τιμή η x = 4,  αφού το x είναι μήκος  

δ) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα είναι   δ2 = x2 + ( x + 2)2
                                                               100 = x2 + x2 + 4x + 4 

                                                               2x2 + 4x 
[image: image752.wmf]-

96 = 0  

                                                               x2 + 2x 
[image: image753.wmf]-

48 = 0  

                                                    ρίζες   x = 6   ή   x =
[image: image754.wmf]-

8   

Επειδή το x δηλώνει μήκος,  δεκτή τιμή η  x = 6 
2.

 Να βρείτε έναν θετικό αριθμό, τέτοιον ώστε 

α)  Το μισό του τετραγώνου του να είναι ίσο με το διπλάσιο του. 

β)  Το γινόμενό του με έναν αριθμό που είναι κατά  2  μικρότερος να είναι ίσο με 24. 

γ)  Το διπλάσιο του τετραγώνου του, να είναι κατά  3  μεγαλύτερο από το

     πενταπλάσιό του. 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω x ο ζητούμενος αριθμός τότε 
α)   
[image: image755.wmf]2

x

2

 = 2x    άρα   x2 = 4x   

                                 x2 
[image: image756.wmf]-

4x = 0  

                                 x (x 
[image: image757.wmf]-

4) = 0 

                                x = 0  ή   x = 4   δεκτή τιμή η  x = 4 
β)   x( x
[image: image758.wmf]-

2) = 24    άρα   x2 
[image: image759.wmf]-

2x 
[image: image760.wmf]-

24 = 0   απ’ όπoυ προκύπτει ότι  x = 6
γ)   2x2 
[image: image761.wmf]-

3 = 5x      άρα  2x2 
[image: image762.wmf]-

5x 
[image: image763.wmf]-

3 = 0    απ’ όπoυ προκύπτει ότι  x = 3

3.

Η χωρητικότητα ενός δοχείου λαδιού είναι 10 λίτρα.  Αν το δοχείο έχει σχήμα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με ύψος  2,5 dm  και βάση τετράγωνο ,  να βρείτε 

το μήκος της πλευράς του  (1λίτρο = 1dm3) 

Προτεινόμενη λύση 

Αν  x  είναι η πλευρά της τετραγωνικής βάσης και  υ το ύψος,  τότε ο όγκος V 

του παραλληλεπιπέδου είναι   V = υx2    άρα   10 = 2,5x2    

                                                                           x2 = 4  

                                                                           x = 2 dm 

4.

Ένα οικόπεδο έχει σχήμα ορθογωνίου με εμβαδόν 150  m 2.  Αν το μήκος του είναι 

5 m  μεγαλύτερο από το πλάτος του,  να βρείτε πόσα μέτρα συρματόπλεγμα χρειάζονται για την περίφραξή του. 
Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x m  το πλάτος.  Τότε το μήκος είναι  x + 5 
Οπότε     Ε = x (x + 5)   άρα   150 = x2 + 5x 

                                                x2 + 5x
[image: image764.wmf]-

150 = 0   απ’ όπoυ προκύπτει ότι  x = 10 m 

Άρα η  περίμετρος του οικοπέδου είναι   Π = 10 + 15 + 10 + 15 = 50 

Επομένως χρειάζονται 50 m σύρμα 

5.

Να βρείτε δύο διαδοχικούς περιττούς ακεραίους που το άθροισμα των τετραγώνων

τους είναι 74 .

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  2ν + 1  ο μικρότερος περιττός,  οπότε ο μεγαλύτερος θα είναι ο  2ν + 3.

Τότε   (2ν + 1) 2 + ( 2ν + 3) 2 = 74   άρα    4ν2 + 4ν + 1 + 4ν2 + 12ν + 9 – 74 = 0  

                                                                    8ν2 + 16 ν – 64 = 0

                                                                    ν2 + 2ν – 8 = 0  

                                                         ρίζες   ν = – 4   ή  ν = 2 

Όταν  ν = – 4,  οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι  – 7 και  – 5 

Όταν  ν = 2 ,  οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι  5  και  7. 

6.

Ο καθηγητής των Μαθηματικών πρότεινε στους μαθητές να λύσουν ορισμένες ασκήσεις για να εμπεδώσουν την ενότητα που διδάχτηκαν.  Όταν αυτοί τον ρώτησαν σε ποια σελίδα είναι γραμμένες οι ασκήσεις, αυτός απάντησε  

« Αν ανοίξετε το βιβλίο σας,  το γινόμενο των αριθμών των δύο αντικριστών σελίδων στις οποίες είναι γραμμένες οι ασκήσεις είναι  506». Μπορείτε να βρείτε σε ποιες

σελίδες είναι γραμμένες οι ασκήσεις ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x ο αριθμός της αριστερά σελίδας . Τότε  x + 1  είναι ο αριθμός της δεξιά. 

Οπότε   x( x + 1) = 506   άρα   x2 + x –506 = 0 
                                       ρίζες  x = 22 ,    x = – 23  

Δεκτή τιμή η  x = 22,   οπότε οι σελίδες είναι οι  22  και  23. 
7.

Στο πρωτάθλημα ποδοσφαίρου μιας χώρας κάθε ομάδα έδωσε με όλες τις υπόλοιπες 

ομάδες δύο αγώνες (εντός και εκτός έδρας) .  Αν έγιναν συνολικά  240  αγώνες,

πόσες ήταν οι ομάδες που συμμετείχαν στο πρωτάθλημα ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x  το πλήθος των ομάδων.  Τότε η μία εξ αυτών έδωσε με τις  x –1 υπόλοιπες 
x –1 αγώνες.   Άρα οι  x ομάδες έδωσαν  x(x–1) αγώνες.

Οπότε    x( x–1) = 240    άρα   x2 – x –240 = 0  απ’ όπoυ προκύπτει ότι  x = 16
8.

Ένα τρίγωνο έχει πλευρές  4cm ,  6cm ,  8 cm.  Αν κάθε πλευρά του ήταν μεγαλύτερη

κατά  x cm, το τρίγωνο θα ήταν ορθογώνιο.  Να βρείτε τον αριθμό x. 
Προτεινόμενη λύση 

Οι πλευρές, αυξημένες κατά  x,  έχουν μήκη   4 + x ,   6 + x ,   8 + x   με προφανώς μεγαλύτερη την  8 + x.

Πυθαγόρειο θεώρημα :   (8 + x) 2 = ( 4 + x) 2 + ( 6 + x) 2 

                                        64 + 16 x + x2 = 16 + 8x + x2 + 36 + 12 x + x 2 

                                        x2 + 4x –12 = 0  

                             ρίζες   x = 2 ,    x = – 6     Δεκτή τιμή η  x = 2  
9.

Οι μαθητές μιας τάξης ρώτησαν τον καθηγητή τους πόσων ετών είναι και ποια είναι η ηλικία των παιδιών του.  Εκείνος δεν έχασε την ευκαιρία και τους προβλημάτισε για μία ακόμα φορά αφού τους είπε :. 

« Αν πολλαπλασιάσετε την ηλικία που είχα πριν  5 χρόνια με την ηλικία που θα έχω μετά από 5  χρόνια θα βρείτε  1200.  Όσον αφορά τα δύο παιδιά μου αυτά είναι δίδυμα και αν πολλαπλασιάσετε  ή  προσθέσετε τις ηλικίες τους,  βρίσκετε τον ίδιο αριθμό»

Μπορείτε να βρείτε την ηλικία του καθηγητή και των παιδιών του ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x η ηλικία του καθηγητή σήμερα.

Τότε  πριν 5 χρόνια η ηλικία του ήταν  x – 5  και μετά από 5 χρόνια θα είναι  x + 5. Οπότε   (x – 5)(x + 5) = 1200    άρα   x2 = 1225   άρα  x = 35 

Αν  y είναι η ηλικία των παιδιών, τότε    y2 = 2y   άρα   y2 – 2y = 0  
                                                      ρίζες    y = 0   ή  y = 2   δεκτή τιμή η  y = 2 

[image: image1944.emf]Γ΄
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10.

Το μήκος κάθε φύλλου ενός βιβλίου είναι 

μεγαλύτερο από το πλάτος του κατά 6 cm. 
Αν διπλώσουμε ένα φύλλο ΑΒΓΔ  έτσι ώστε 

η πλευρά  ΓΔ  να πέσει πάνω στην ΑΔ τότε το 

εμβαδόν του φύλλου μειώνεται κατά  
[image: image765.wmf]3

8


του αρχικού του εμβαδού. 

Να βρείτε τις διαστάσεις κάθε φύλλου 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x  πλάτος του φύλλου ,  τότε το μήκος του είναι  x + 6  και το εμβαδόν του 
Ε = x (x + 6)  

Διπλώνοντας το φύλλο ,  σύμφωνα με το πρόβλημα ,  αυτό μικραίνει κατά το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο  ΕΓΔ  με κάθετες πλευρές ίσες με το πλάτος x του ορθογωνίου .

Το εμβαδόν του τριγώνου  ΕΓΔ  είναι ίσο με   (ΕΓΔ) = 
[image: image766.wmf]2

EG×GD

 = 
[image: image767.wmf]xx

2

×

 = 
[image: image768.wmf]2

x
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Αυτό όμως το εμβαδόν είναι ίσο με τα 
[image: image769.wmf]3

8

 του αρχικού εμβαδού.

Επομένως έχουμε την εξίσωση    
[image: image770.wmf]2

x

2

 =
[image: image771.wmf]3

8

 x ( x + 6) 

                                                      4x2 = 3x( x + 6) 

                                                      x2 –18 x = 0 με 

                                          ρίζες    x = 0   ή   x = 18   δεκτή τιμή η x = 18

Επομένως το πλάτος του ορθογωνίου είναι 18 cm και το μήκος 24 cm 
[image: image1945.emf]βότσαλο 
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11.

Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κυκλικό 

συντριβάνι και γύρω από αυτό να στρώσουμε

 με βότσαλα έναν κυκλικό δακτύλιο πλάτους 3m .

 Αν ο δακτύλιος πρέπει να έχει εμβαδόν 

τριπλάσιο από το εμβαδόν που καλύπτει το 

σιντριβάνι , να βρείτε την ακτίνα του σιντριβανιού . 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν του σιντριβανιού είναι ίσο με   Ε σ = π ΟΑ2 

Το εμβαδόν του σιντριβανιού μαζί με το βότσαλο είναι ίσο με   Εολ = πΟΒ2 = 

                                                                                                            = π(ΟΑ + 3)2 

Το εμβαδόν του βότσαλου είναι ίσο με   Εβ = πΟΒ2 – πΟΑ2  = 

                                                                      = π(ΟΑ + 3)2– πΟΑ2 

Από την υπόθεση θέλουμε να είναι   Εβ = 3 Εσ   άρα   π(ΟΑ + 3)2 – πΟΑ2 = 3πΟΑ2 

                                                                                      (ΟΑ + 3)2 – ΟΑ2 = 3ΟΑ2
                                                                                      ΟΑ2 + 6ΟΑ + 9 – 4ΟΑ2 = 0 
                                                                                      3ΟΑ2 – 6ΟΑ – 9 = 0 

                                                                                      ΟΑ2 – 2ΟΑ – 3 = 0   

                                              λύνοντας την εξίσωση    ΟΑ = 3 m  

12. 

Για την κατασκευή μιας κλειστής κυλινδρικής δεξαμενής καυσίμων ύψους 6m χρειάστηκαν 251,2 m2  λαμαρίνας.  Να υπολογίσετε την ακτίνα της βάσης της

δεξαμενής. 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της κυλινδρικής δεξαμενής είναι ίσο με 

Εολ = Ε παράπλευρο + 2 Ε βάσης  

Αν ρ είναι η ακτίνα της βάσης της δεξαμενής, τότε   Εολ = 2πρυ + 2πρ2 

Με βάση τα δεδομένα πρέπει   251,2 = 2(3,14 ρ(6 + 2(3,14 ρ2 

                                                  6,28ρ2 +  6( 6,28ρ – 251, 2 = 0 

                                                  ρ2 + 6ρ– 40 = 0 

                                      ρίζες    ρ = – 10 ,   ρ = 4    δεκτή τιμή η  ρ = 4 m 

[image: image1946.emf]h
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13.

Παρατηρώντας την πτώση ενός σώματος που 
αφέθηκε από την κορυφή Κ ενός ουρανοξύστη 

διαπιστώνουμε ότι στα δύο τελευταία δευτερόλεπτα 

της κίνησής του διήνυσε μία απόσταση  ΠΕ  ίση με

 τα  
[image: image772.wmf]5

9

 του ύψους του ουρανοξύστη.  Να βρείτε 

πόσο χρόνο διήρκησε η πτώση του σώματος και 

ποιο ήταν το ύψος του ουρανοξύστη 

( g = 10 m/sec2)

Προτεινόμενη λύση 

Από την φυσική γνωρίζουμε ότι το διάστημα που διανύει το σώμα κατά την πτώση του, δίνεται  από τον τύπο  S = 
[image: image773.wmf]1

2

gt2 = 
[image: image774.wmf]1

2

(10t2 = 5t2  m,  όπου t η διάρκεια της πτώσης . 

Άρα το ύψος h του ουρανοξύστη είναι  h = 5t2  

Δίνεται ότι την απόσταση  ΠΕ  την διάνυσε το σώμα τα δύο τελευταία δευτερόλεπτα της πτώσης του, άρα την απόσταση ΚΠ  την διάνυσε σε χρόνο  t – 2  ,  t > 2  

Οπότε   ΚΠ = 5( t– 2)2 . 
Όμως   ΠΕ = 
[image: image775.wmf]5

9

h    άρα   ΚΠ = 
[image: image776.wmf]4

9

h
Επομένως έχουμε    5(t– 2)2  = 
[image: image777.wmf]4

9

(5t2   άρα    9(t – 2)2  = 4(t2   

                                                                        5t2 – 36t + 36 = 0 με 

                                                            ρίζες    t = 6 ,   t =
[image: image778.wmf]6

5

 
Και επειδή  t > 2,  δεκτή τιμή η  t = 6.  

Οπότε η πτώση διήρκησε  6 sec  και το ύψος του ουρανοξύστη ήταν  h = 5(62 = 180 m 

2.4       ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

                Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  106 – 108 

Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 
Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α)  Οι όροι της εξίσωσης   
[image: image779.wmf]6

x1

-

 + 
[image: image780.wmf]4

x

 = 8 ορίζονται αν x ≠ 0  και  x ≠1      (Σ) 
β)  Ο αριθμός  0  είναι λύση της εξίσωσης 
[image: image781.wmf]1

x + 1

+ 
[image: image782.wmf]x

x

 = 2                           (Λ)
γ)  Αν απαλείψουμε τους παρονομαστές της εξίσωσης   

     
[image: image783.wmf]5

x

 + 
[image: image784.wmf]2

3

x

 = 2,  τότε αυτή γράφεται  5x + 3 = 2                                         (Λ)

δ)  Oι όροι της εξίσωσης  
[image: image785.wmf]3

2

x

x +  1

 = x   ορίζονται για 
     κάθε πραγματικό αριθμό  x  και ο αριθμός 0 είναι λύση της                   (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)  Πρέπει να ισχύει   x
[image: image786.wmf]-

1 ≠ 0   και  x ≠ 0 ,  δηλαδή   x ≠ 0  και  x ≠1   

     συνεπώς   (Σ) 

β)  Όχι , διότι για να ορίζεται η εξίσωση πρέπει  x +1 ≠ 0  και  x ≠ 0 , 

     δηλαδή   x ≠ 
[image: image787.wmf]-

1   και   x ≠ 0,   οπότε  (Λ) 

γ)  Η απαλοιφή των παρονομαστών δίνει    5x + 3 = 2x2 ,  άρα  (Λ)   

δ)  Επειδή    x2 + 1 ≠ 0   για κάθε πραγματικό αριθμό  x  και για  x = 0  η εξίσωση   

      γίνεται  0 = 0,  δηλαδή η εξίσωση επαληθεύεται, η πρόταση είναι  (Σ)                                                               
2.

Αν διαιρέσουμε έναν αριθμό  x  με τον αριθμό που είναι κατά 2 μονάδες μεγαλύτερος βρίσκουμε  
[image: image788.wmf]3

4

 . Ποια από τις παρακάτω εξισώσεις εκφράζει την παραπάνω πρόταση ; 

α) 
[image: image789.wmf]x

2x

-

 = 
[image: image790.wmf]3

4

          β) 
[image: image791.wmf]x + 2

x

 = 
[image: image792.wmf]3

4

         γ) 
[image: image793.wmf]x

x + 2

 = 
[image: image794.wmf]3

4

            δ) 
[image: image795.wmf]x

x2

-

 = 
[image: image796.wmf]3

4


Προτεινόμενη λύση 

Εύκολα καταλαβαίνουμε ότι είναι  η (γ) 

3.

Η εξίσωση   
[image: image797.wmf]x + 2

x1

-

+ 
[image: image798.wmf]x + 4

x + 1

= 6   έχει ως λύση τον αριθμό 

α)  x =1           β)  x  = 
[image: image799.wmf]-

1       γ)  x = 0          δ)  x = 2

Προτεινόμενη λύση 

Το  1  και το  
[image: image800.wmf]-

1  δεν μπορεί να είναι λύσεις διότι μηδενίζουν τους παρονομαστές.      

Για  x = 0 ,  η εξίσωση γίνεται   
[image: image801.wmf]-

2 + 4 = 6  που είναι ψευδές .

Ενώ για  x = 2   η εξίσωση γίνεται    4 + 2 =  6  που είναι αληθές .

Επομένως  σωστό το  (δ).
4.

Ένας μαθητής, για να λύσει την εξίσωση  
[image: image802.wmf]2x1

x1

-

-

 = 
[image: image803.wmf]1

x1

-

,  έκανε απαλοιφή παρονομαστών και λύνοντας την εξίσωση   2x
[image: image804.wmf]-

1 = 1  που προέκυψε βρήκε 

ως λύση τον αριθμό  x = 1 .  Η απάντηση του είναι σωστή ; 

Προτεινόμενη λύση 

Όχι  διότι,  για x = 1 δεν ορίζεται η εξίσωση αφού μηδενίζονται οι παρονομαστές 
Ασκήσεις 

1.

Να λύσετε τις εξισώσεις 

α) 
[image: image805.wmf]2

x1

-

 = 
[image: image806.wmf]1

2

                       β) 
[image: image807.wmf]7

2y3

-

 = 
[image: image808.wmf]1

3

-

               γ) 
[image: image809.wmf]4

ω1

ω2

+

-

 = 
[image: image810.wmf]9

ω2

-


δ) 
[image: image811.wmf]7

5

α

 + 
[image: image812.wmf]3

10

 = 
[image: image813.wmf]2

α
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Προτεινόμενη λύση 
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Προτεινόμενη λύση 
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7.

α) Να βρείτε δύο αντίστροφους αριθμούς που έχουν άθροισμα 
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β) Ποιον αριθμό πρέπει να προσθέσουμε στους όρους του κλάσματος  
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γ) Να βρείτε δύο διαδοχικούς άρτιους φυσικούς αριθμούς που να έχουν λόγο  
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Προτεινόμενη λύση 
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Έστω  2x ,  2x + 2  οι ζητούμενοι αριθμοί  .
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Eπομένως οι ζητούμενοι αριθμοί είναι  οι :  2x = 2(3 = 6   και  2x + 2 = 2(3 + 2 = 8   
8. 

Τα έξοδα ενός γεύματος ήταν 84 € .  Μεταξύ των ατόμων που γευμάτισαν ήταν και 
3 παιδιά , οπότε οι υπόλοιποι ενήλικες συμφώνησαν, προκειμένου να καλύψουν τα έξοδα των παιδιών, να πληρώσει ο καθένας  9 €  παραπάνω από αυτά που έπρεπε να 
πληρώσει .  Πόσα ήταν τα άτομα που γευμάτισαν ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  x το πλήθος των ατόμων που γευμάτισαν με  x > 3 .

Τότε το κάθε ένα έπρεπε να πληρώσει  
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4    δεκτή η  x = 7 
Επομένως τα άτομα που γευμάτισαν ήταν 7 εκ των οποίων τα τρία  παιδιά 
9.

Ο διαχειριστής μιας πολυκατοικίας αγόρασε πυροσβεστήρες για την πυρασφάλεια του κτηρίου και έδωσε  240 € .  Πριν από λίγα χρόνια που η τιμή του πυροσβεστήρα ήταν  4 €  μικρότερη ,  με τα ίδια χρήματα θα αγόραζε δύο πυροσβεστήρες

περισσότερους .  Να βρείτε πόσους πυροσβεστήρες αγόρασε 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω ότι ο διαχειριστής αγόρασε x ,  x > 0  πυροσβεστήρες.  

Τότε καθένας κοστίζει  σήμερα 
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Αν η αγορά γινότανε πριν λίγα χρόνια, τότε με τα  240€  θα αγόραζε  x + 2 πυροσβεστήρες  και η αξία του καθενός θα ήταν  
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Επομένως ο διαχειριστής αγόρασε 10 πυροσβεστήρες.  
10.

Αναμειγνύουμε  12gr  ενός διαλύματος  Α  με 15gr ενός διαλύματος  Β  και σχηματίζουμε 25 cm3 ενός διαλύματος  Γ. 

Να βρεθεί η πυκνότητα του διαλύματος  Α, αν η πυκνότητα του διαλύματος  Β 

είναι 0,2 gr/cm3 μικρότερη.
Προτεινόμενη λύση 

Από τη φυσική ξέρουμε ότι  η πυκνότητα d,  η μάζα  m  και ο όγκος  V ενός υγρού συνδέονται με τον τύπο   d = 
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Οπότε αν  d1 ,  V1  είναι η πυκνότητα και ο όγκος του διαλύματος  Α  και  d2 ,  V2 είναι η πυκνότητα και ο όγκος του διαλύματος Β ,  τότε  V1 = 
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Και επειδή   d2 = d1
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Όμως   V1 + V2 = 25,   οπότε έχουμε την εξίσωση    
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15

d0,2

-

 = 25    
ΕΚΠ = d1( d1
[image: image1347.wmf]-

0,2 ) ≠ 0  αφού d1 > 0, 2  
Η εξίσωση γίνεται    d1( d1
[image: image1348.wmf]-

0,2 ) 
[image: image1349.wmf]1

12

d

 + d1( d1
[image: image1350.wmf]-

0,2 ) 
[image: image1351.wmf]1

15

d0,2

-

 = 25 d1( d1
[image: image1352.wmf]-

0,2 ) ή 

                                 12(d1
[image: image1353.wmf]-

0,2)  + 15 d1 =25 d1( d1
[image: image1354.wmf]-

0,2 ) 

                                 12d1
[image: image1355.wmf]-

2,4  + 15 d1 = 25 
[image: image1356.wmf]2

1

d


[image: image1357.wmf]-

5d1   

                                 25
[image: image1358.wmf]2

1

d


[image: image1359.wmf]-

32d1 + 2,4 = 0  
Δ = 28 > 0  και ρίζες   d1 = 1,2  ή   d1 = 0,08  

Η  d1 = 0,08   απορρίπτεται λόγω περιορισμού.  Άρα  d1 = 1,2  gr/cm3 . 
11.

Οι υπάλληλοι μιας βιοτεχνίας έπρεπε να συσκευάσουν 120 προϊόντα μιας παραγγελίας.  Απουσίασαν όμως  2 υπάλληλοι, οπότε καθένας από τους 

υπόλοιπους υπαλλήλους υποχρεώθηκε να συσκευάσει 3 προϊόντα παραπάνω 

για να καλυφθεί η παραγγελία.  Να βρείτε πόσοι είναι οι υπάλληλοι της βιοτεχνίας .

Προτεινόμενη λύση 

Έστω   x ,  x > 2   το πλήθος των υπαλλήλων της εταιρείας 

Τότε ο κάθε ένας έπρεπε να συσκευάσει  
[image: image1360.wmf]120

x

  προϊόντα 

 Λόγω της απουσίας των 2 υπαλλήλων έμειναν  x
[image: image1361.wmf]-

2  υπάλληλοι και ο κάθε ένας συσκεύασε  
[image: image1362.wmf]120

x2

-

  προϊόντα.  Αριθμός που είναι, σύμφωνα με το πρόβλημα, κατά 3 μεγαλύτερος από τον  
[image: image1363.wmf]120

x

.  Συνεπώς έχουμε την εξίσωση    
[image: image1364.wmf]120

x

 = 
[image: image1365.wmf]120

x2

-

 
[image: image1366.wmf]-

 3    ΕΚΠ = x(x
[image: image1367.wmf]-

2) ≠ 0 αφού x > 2 
Η εξίσωση γίνεται    x(x
[image: image1368.wmf]-

2) 
[image: image1369.wmf]120

x

 = x(x
[image: image1370.wmf]-

2) 
[image: image1371.wmf]120

x2

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1372.wmf]-

3 x(x
[image: image1373.wmf]-

2)   

                                 120(x
[image: image1374.wmf]-

2) = 120x
[image: image1375.wmf]-

3x(x
[image: image1376.wmf]-

2) 

                                 120x
[image: image1377.wmf]-

240 = 120x 
[image: image1378.wmf]-

3x2 + 6x
                                 3x2
[image: image1379.wmf]-

6x 
[image: image1380.wmf]-

 240 = 0 

                                 x2
[image: image1381.wmf]-

2x 
[image: image1382.wmf]-

 80 = 0

Δ = 324  και ρίζες    x = 10  ή  x =
[image: image1383.wmf]-

 8  

Η  x =
[image: image1384.wmf]-

 8  απορρίπτεται λόγω περιορισμών. 

Επομένως οι υπάλληλοι της βιοτεχνίας είναι 10 
12.

Οι φίλαθλοι μιας ομάδας ταξιδεύοντας με ένα πούλμαν έπρεπε να διανύσουν μια απόσταση  210 km  για να δουν την αγαπημένη τους ομάδα . Υπολόγιζαν να φτάσουν στον προορισμό τους μισή ώρα πριν την έναρξη του αγώνα.  Ο οδηγός όμως λόγω ολισθηρότητας του δρόμου μείωσε τη μέση ταχύτητα κατά 10 km / h και έτσι έφτασαν στο γήπεδο ακριβώς την ώρα που άρχιζε ο αγώνας.  Να βρείτε τη μέση

ταχύτητα με την οποία διάνυσαν τελικά την απόσταση.

 Προτεινόμενη λύση 
Έστω ότι η ταχύτητα με την οποία κινήθηκε τελικά το πούλμαν ήταν x km / h , 
x > 10 

Τότε η ταχύτητα πριν την μείωση είναι   x + 10  km / h  . 

Ο χρόνος που απαιτείται για τα  210 km  με ταχύτητα  x km / h  είναι 

t1 = 
[image: image1385.wmf]210

x

 ώρες  
Ο χρόνος που απαιτείται για τα  210 km  με ταχύτητα  x + 10  km / h  είναι 

t2 = 
[image: image1386.wmf]210

x + 10

 ώρες   
Από το πρόβλημα δίνεται ότι  t2 = t1 
[image: image1387.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1388.wmf]1

2

 . 

Άρα έχουμε την εξίσωση    
[image: image1389.wmf]210

x + 10

 =
[image: image1390.wmf]210

x



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1391.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1392.wmf]1

2

       ΕΚΠ = 2x ( x + 10) ≠ 0 
Η εξίσωση γίνεται    2x (x + 10) 
[image: image1393.wmf]210

x + 10

 = 2x (x + 10) 
[image: image1394.wmf]210

x



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1395.wmf]-

2x ( x + 10) 
[image: image1396.wmf]1

2

  

                                 420 x = 420( x + 10) 
[image: image1397.wmf]-

x ( x + 10)  
                                 420 x = 420x + 4200 
[image: image1398.wmf]-

x2 
[image: image1399.wmf]-

10x 

                                 x2 + 10x 
[image: image1400.wmf]-

4200 = 0 

Δ = 16900 και ρίζες   x = 60  ή  x = 
[image: image1401.wmf]-

70    δεκτή  η  x = 60  

Επομένως η ταχύτητα με την οποία κινήθηκε το πούλμαν είναι  60 km / h 
2.5       ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ  

             ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΕΝΑΝ ΑΓΝΩΣΤΟ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  115 – 117 

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με ένα (Σ) αν είναι σωστές και με ένα (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)   Αν  α < 6   τότε  α
[image: image1402.wmf]-

6 < 0                        (Σ)
β)   Αν  α > β  τότε   – α < 
[image: image1403.wmf]-

 β                      (Σ)

γ)   Αν  α < 0  τότε   – α > 0                           (Σ)

δ)   Αν  
[image: image1404.wmf]-

3x  > 
[image: image1405.wmf]-

12   τότε  x > 4                  (Λ)
ε)   Αν  
[image: image1406.wmf]x

 4

-

 > 
[image: image1407.wmf]y

 4

-

  τότε  x > y                    (Λ)

στ) Αν  x > 0  τότε  x + 5 > 0                        (Σ)
ζ)   Αν  α > 6  και  β > 
[image: image1408.wmf]-

4  τότε  α + β > 2   (Σ)

η)   Αν  x > 2  και  y > 3  τότε  xy > 6          (Σ)
Προτεινόμενη λύση

α)   (Σ)  από την θεωρία 

β)   (Σ) διότι αν αλλάξουμε τα πρόσημα των μελών μιας ανισότητας η ανισότητα 
     αλλάζει φορά 

γ)   (Σ)  διότι αν α αρνητικός ο – α είναι θετικός 

δ)   (Λ)  διότι αν διαιρέσουμε τα μέλη μιας ανισότητας με έναν αρνητικό αριθμό η 
      ανισότητα αλλάζει φορά 

ε)   (Λ)  διότι αν πολλαπλασιάσουμε  τα μέλη μιας ανισότητας με έναν αρνητικό
      αριθμό η ανισότητα αλλάζει φορά

στ) (Σ)  διότι αφού x >0  και 5 >0 είναι και x + 5 > 0 
ζ)   (Σ)  διότι αν προσθέσουμε κατά μέλη ομοιόστροφες ανισότητες προκύπτει
      ανισότητα της ίδιας φοράς .

η)   (Σ)  διότι αν πολλαπλασιάσουμε ομοιόστροφες ανισότητες με θετικά μέλη κατά 
      μέλη προκύπτει ανισότητα της ίδιας φοράς 
2.

Να συμπληρώσετε τα κενά με ένα από τα σύμβολα    > ,  < ,  ( , (  ώστε να προκύψουν αληθείς προτάσεις 

α)  Αν  α > 3  τότε  α
[image: image1409.wmf]-

3 > 0                        β)  Αν α < β  και  β < γ  τότε α < γ

γ)  Αν  α > 0  και  β < 0  τότε 
[image: image1410.wmf]α

β

< 0            δ)  Αν γ < 0  και  αγ (  βγ  τότε  α ( β

ε)  Αν  α ≠ 0  τότε  α2 > 0                          στ)  Αν α ( 0  και  β ( 0  τότε  α + β ( 0 

Προτεινόμενη λύση

α)   Αν  α > 3  τότε  α
[image: image1411.wmf]-

3 > 0 

β)   Αν  α < β  και β < γ  τότε  α < γ λόγω της μεταβατικής ιδιότητας 

γ)   Αν  α > 0  και β < 0  τότε 
[image: image1412.wmf]α

β

< 0  διότι  το πηλίκο ετεροσήμων είναι αρνητικό         

δ)   Αν  γ < 0  και  αγ (  βγ  τότε α ( β  διότι διαιρώντας τα μέλη μιας ανισότητας με
      αρνητικό αριθμό η ανισότητα αλλάζει φορά 

ε)   Αν  α ≠ 0  τότε  α2 > 0  διότι το τετράγωνο  ενός μη μηδενικού αριθμού είναι 
      θετικός αριθμός                      

στ) Αν  α ( 0  και  β ( 0 τότε  α + β ( 0  διότι προσθέτοντας ομοιόστροφες 
      ανισότητες κατά μέλη προκύπτει ανισότητα ίδιας φοράς 

3. 

Ποιες ιδιότητες της διάταξης χρησιμοποιούμε ώστε από την ανίσωση  3x
[image: image1413.wmf]-

4 < 7  να γράψουμε  3x < 7 + 4  και από την ανίσωση  3x < 11  να γράψουμε  x < 
[image: image1414.wmf]11

3

; 

Προτεινόμενη λύση

α)  Προσθέτουμε και στα δύο μέλη το 4 

β)  Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το 3 

4.

Με ποιες ιδιότητες της διάταξης, από την ανισότητα x > 3,  προκύπτουν οι παρακάτω

ανισότητες 

α)  x + 4 > 7           β) x
[image: image1415.wmf]-

2 > 1         γ) 5x > 15         δ) 
[image: image1416.wmf]-

6x < 
[image: image1417.wmf]-

18

Προτεινόμενη λύση

α)  Προσθέτουμε και στα δύο μέλη το  4 

β)  Αφαιρούμε και από τα δύο μέλη το  2 

γ)  Πολλαπλασιάζουμε  και τα δύο μέλη το  5

δ)  Πολλαπλασιάζουμε  και τα δύο μέλη το  
[image: image1418.wmf]-

6
5.

Αν  α > 12  και  β > 3,  τότε ποιες από τις παρακάτω ανισότητες προκύπτουν από τις ιδιότητες της διάταξης ; 

α) α + β > 15               β) α
[image: image1419.wmf]-

β > 9               γ) αβ > 36              δ) 
[image: image1420.wmf]α

β

 > 4 

Προτεινόμενη λύση

α)  Ναι : με πρόσθεση των υποθέσεων κατά μέλη 

β)  Όχι : απαγορεύεται αφαίρεση ανισοτήτων 

γ)  Ναι : πολλαπλασιασμός ομοιοστρόφων ανισοτήτων  θετικών μελών κατά μέλη 

δ)  Όχι : απαγορεύεται διαίρεση ανισοτήτων 

6.
Ένας μαθητής γνωρίζει ότι για να είναι  
[image: image1421.wmf]α

β

 = 
[image: image1422.wmf]γ

δ

  αρκεί να ισχύει  αδ = βγ. 

Βασιζόμενος σε αυτό σκέφτηκε ότι για να ισχύει   
[image: image1423.wmf]α

β

 > 
[image: image1424.wmf]γ

δ

  αρκεί να ισχύει αδ > βγ  . 

Η σκέψη που έκανε είναι σωστή ; 

Προτεινόμενη λύση

Όχι .  Η σκέψη είναι σωστή μόνο αν  βδ > 0 

Ασκήσεις 

1.
Αν ισχύει  3(α
[image: image1425.wmf]-

β) > 2(α + β )  τότε να αποδείξετε ότι  α > 5β

Προτεινόμενη λύση

3(α
[image: image1426.wmf]-

β) > 2(α + β )   άρα   3α
[image: image1427.wmf]-

3β > 2α + 2β  

                                          3α
[image: image1428.wmf]-

2α > 3β + 2β   

                                          α > 5β 

2.
Ποιες ιδιότητες της διάταξης πρέπει να εφαρμόσουμε στη ανισότητα  x > 
[image: image1429.wmf]-

6  για να αποδείξουμε τις παρακάτω ανισότητες 

α) 
[image: image1430.wmf]-

5x
[image: image1431.wmf]-

30 <0               β) 3x + 18 > 0            γ) 2( x + 4) > 
[image: image1432.wmf]-

4   

Προτεινόμενη λύση
α)  Πολλαπλασιάζουμε με το 
[image: image1433.wmf]-

5  και τα δύο μέλη, οπότε  
[image: image1434.wmf]-

5x < 30
     Αφαιρούμε το 30 από τα δύο μέλη,  οπότε  
[image: image1435.wmf]-

5x
[image: image1436.wmf]-

30 < 0 
β)  Πολλαπλασιάζουμε με το 3 και τα δύο μέλη οπότε  3x >
[image: image1437.wmf]-

18
     Προσθέτουμε το 18 και στα δύο μέλη , οπότε  3x + 18 > 0 
γ)  Προσθέτουμε το 4 και στα δύο μέλη,  οπότε x + 4 > 
[image: image1438.wmf]-

2

     Πολλαπλασιάζουμε με το 2 και τα δύο μέλη, οπότε  2(x + 4) >
[image: image1439.wmf]-

4

3.
Αν  2 < α < 6  να βρείτε μεταξύ ποιών αριθμών βρίσκονται οι αριθμοί 

α) α
[image: image1440.wmf]-

2                  β) 2α 
[image: image1441.wmf]-

5               γ) 1
[image: image1442.wmf]-

3α 

Προτεινόμενη λύση
α)   2 < α < 6   άρα   2
[image: image1443.wmf]-

2 < α
[image: image1444.wmf]-

2< 6
[image: image1445.wmf]-

2    άρα 0 < α
[image: image1446.wmf]-

2 < 4 

β)   2 < α < 6   άρα   4 < 2α < 12

                                 4
[image: image1447.wmf]-

5 < 2α 
[image: image1448.wmf]-

5 < 12
[image: image1449.wmf]-

5 

                                
[image: image1450.wmf]-

1< 2α 
[image: image1451.wmf]-

5 < 7            

γ)   2 < α < 6   άρα   
[image: image1452.wmf]-

6 >
[image: image1453.wmf]-

3α > 
[image: image1454.wmf]-

18 

                                 1
[image: image1455.wmf]-

6 >1
[image: image1456.wmf]-

3α >1
[image: image1457.wmf]-

18  

                                 
[image: image1458.wmf]-

5 > 1
[image: image1459.wmf]-

3α  > 
[image: image1460.wmf]-

17

4.
Αν α < β  τότε να αποδείξετε ότι 

α) 5α 
[image: image1461.wmf]-

3 < 5β
[image: image1462.wmf]-

3       β) 
[image: image1463.wmf]-

2α + 4 >
[image: image1464.wmf]-

2β + 4        γ) α < 
[image: image1465.wmf]α + β

2

      δ)  
[image: image1466.wmf]α + β

2

 < β 

Προτεινόμενη λύση
α)  α < β  άρα  5α <  5β  άρα  5α 
[image: image1467.wmf]-

3 < 5β
[image: image1468.wmf]-

3

β)  α < β  άρα  
[image: image1469.wmf]-

2α > 
[image: image1470.wmf]-

2β   άρα  
[image: image1471.wmf]-

2α + 4 >
[image: image1472.wmf]-

2β + 4

γ)  α < β  άρα  α + α < α + β   άρα  α < α + β  οπότε   α <
[image: image1473.wmf]α + β

2


δ)  α < β  άρα  α + β < β + β   άρα  α + β < 2β   οπότε   
[image: image1474.wmf]α + β

2

 < β

5.
Αν  1 < x < 3  και  2 < y < 5  να αποδείξετε ότι 

α)  3 < x + y < 8       β) 4 < 2x + y < 11     γ) 
[image: image1475.wmf]-

4 < x
[image: image1476.wmf]-

y < 1 
Προτεινόμενη λύση
α)   Προσθέτοντας κατά μέλη τις ανισότητες   1 < x < 3   και  2 < y < 5  έχουμε 
       3 < x + y < 8    
β)   1 < x < 3   άρα   2 < 2x < 6  προσθέτοντας αυτήν και την 2 < y < 5 κατά μέλη  

       έχουμε  4 < 2x + y < 11 

γ)    2 < y < 5  άρα   
[image: image1477.wmf]-

2 > 
[image: image1478.wmf]-

y >
[image: image1479.wmf]-

5   άρα   
[image: image1480.wmf]-

5 <
[image: image1481.wmf]-

y <
[image: image1482.wmf]-

2  προσθέτοντας αυτήν και 

       την   1 < x < 3 κατά μέλη έχουμε  
[image: image1483.wmf]-

4 < x
[image: image1484.wmf]-

y < 1
6.
Αν  x > 2  και  y > 3  τότε να αποδείξετε ότι 

α) xy > 6           β) (x
[image: image1485.wmf]-

2)(y
[image: image1486.wmf]-

3) > 0              γ) (x + 2) y > 12

Προτεινόμενη λύση
α)   x > 2   και y > 3  πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη έχουμε  xy > 6           

β)   x > 2  άρα  x
[image: image1487.wmf]-

2 > 0  (1)   και  y > 3  άρα  y
[image: image1488.wmf]-

3 > 0   (2)    
      Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (1 ) και (2)  έχουμε  (x
[image: image1489.wmf]-

2)(y
[image: image1490.wmf]-

3) > 0              

γ)   x > 2  άρα  x + 2 > 4  (3)   και   y > 3   (4) 
      Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις  (3) και (4)  έχουμε  (x + 2) y > 12

7.
Αν  α , β  θετικοί αριθμοί με  α > β τότε να αποδείξετε ότι  α2 > β2 

Προτεινόμενη λύση
α > β  και α > β πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη έχουμε α2 > β2
8.
Να αποδείξετε ότι 

α)  αν α > 1  τότε  α2 > α        β) αν x > 2  τότε  x3 > 2x2 

Προτεινόμενη λύση
α)   α > 1  οπότε πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με τον θετικό αριθμό α 

      έχουμε  α2 > α 

β)   x > 2  οπότε πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με τον θετικό αριθμό x2 

      έχουμε x3 > 2x2 
9.
Αν  α > β  και  α, β ομόσημοι , τότε να αποδείξετε ότι  
[image: image1491.wmf]1

α

 < 
[image: image1492.wmf]1

β


Προτεινόμενη λύση
α > β   άρα   
[image: image1493.wmf]αβ

a

 > 
[image: image1494.wmf]αβ

b

   άρα   
[image: image1495.wmf]1

β

 > 
[image: image1496.wmf]1

α

  δηλαδή   
[image: image1497.wmf]1

α

 < 
[image: image1498.wmf]1

β


Διαιρέσαμε τα δύο μέλη με το γινόμενο  αβ > 0  και απλοποιήσαμε.

10.
Αν  x > 3  και y < 2  τότε να αποδείξετε ότι 

α) (x
[image: image1499.wmf]-

3)(y
[image: image1500.wmf]-

2) < 0    και   β) xy + 6 < 2x + 3y 
Προτεινόμενη λύση
α) 

x > 3   άρα   x
[image: image1501.wmf]-

3 > 0    (1)   και   y < 2   άρα   y
[image: image1502.wmf]-

2 < 0   (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι οι αριθμοί x
[image: image1503.wmf]-

3 και y
[image: image1504.wmf]-

2 είναι ετερόσημοι, επομένως το γινόμενο τους είναι αρνητικό, δηλαδή  (x
[image: image1505.wmf]-

3)(y
[image: image1506.wmf]-

2) < 0  
β) 

Δείξαμε ότι (x
[image: image1507.wmf]-

3)(y
[image: image1508.wmf]-

2) < 0  άρα    xy 
[image: image1509.wmf]-

2x 
[image: image1510.wmf]-

3y + 6 < 0  
                                                          xy + 6 < 2x + 3y 
11.
Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς  x και y  να αποδείξετε ότι 

α) x2 + 1 ( 2x        β) ( x + y) 2 ( 4xy          γ) x2 + y2 + 1 ( 2y 
Προτεινόμενη λύση
α) 

x2 + 1 ( 2x   άρα   x2 + 1
[image: image1511.wmf]-

2x ( 0 

                              (x
[image: image1512.wmf]-

1)2 ( 0  η οποία ισχύει για οποιοδήποτε x 

Παρατήρηση :  αν  x = 1 η σχέση ισχύει με  το  = , ενώ  αν  x ≠ 1 ισχύει η ανισότητα 

β) 

( x + y) 2 (  4xy   άρα    x2 + 2xy + y2 (  4xy
                                       x2 
[image: image1513.wmf]-

 2xy + y2 ( 0

                                       (x 
[image: image1514.wmf]-

 y)2 ( 0  η οποία ισχύει για οποιαδήποτε x και y
Παρατήρηση :  αν  x = y  η σχέση ισχύει με  το  = , ενώ αν  x ≠ y ισχύει η ανισότητα 

γ) 

x2 + y2 + 1 ( 2y   άρα    x2 + y2 + 1 
[image: image1515.wmf]-

 2y ( 0 

                                       x2  + (y
[image: image1516.wmf]-

1)2 ( 0  

η οποία ισχύει για οποιοδήποτε  x  και  y  ως άθροισμα μη αρνητικών αριθμών 
Παρατήρηση : αν  x = 0  και  y = 1  η σχέση ισχύει με  το  =  

                        ενώ αν  x ≠ 0  ή  y ≠ 1  ισχύει η ανισότητα 

12.
Να αποδείξετε ότι 

α) Αν  x > 0,   τότε x +
[image: image1517.wmf]1

x

 ( 2                β) Αν  x < 0 , τότε  x +
[image: image1518.wmf]1

x

 ( 
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2  
Προτεινόμενη λύση
α) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι    x +
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x

 ( 2   
                                             x2 + 1 ( 2x 
                                             x2 + 1 
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 2x ( 0  
                                             (x
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1)2 ( 0   η οποία ισχύει 

Το  = ι σχύει μόνο αν  x = 1

β) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι    x +
[image: image1523.wmf]1
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 ( 
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 2  
                                             x2 + 1 ( 
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2x   (αντεστράφη η φορά  διότι  x < 0)
                                             x2 + 1+ 2x ( 0 

                                             (x + 1)2 ( 0  η οποία ισχύει 
Το  =  ισχύει μόνο αν x = 
[image: image1526.wmf]-
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13.
Να βρείτε τον φυσικό αριθμό που είναι μεταξύ των αριθμών 114 και 135 και ο οποίος

αν διαιρεθεί με το 15 δίνει υπόλοιπο 6   
Προτεινόμενη λύση
Έστω  x ο ζητούμενος φυσικός.  

Τότε   114 < x < 135   (1)   και   x = 15π + 6     (2)  , όπου π θετικός ακέραιος 

Η  (1)  λόγω της  (2)  γίνεται    114 < 15π + 6  < 135  
                                                  114
[image: image1527.wmf]-

6 < 15π < 135 
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                                                  108 < 15π < 129

                                                 
[image: image1529.wmf]108

15

 < π  < 
[image: image1530.wmf]129

15

 

                                                 7,2 < π < 8,6  

και επειδή π θετικός ακέραιος, θα είναι  π = 8,  οπότε  x = 15(8 + 6 = 126 

14.
Η τιμή ενός παντελονιού κυμαίνεται από 30 έως 35 €  και μιας μπλούζας από  22 έως 25€ .  Αν κάποιος θέλει να αγοράσει 2 παντελόνια και 3 μπλούζες ,τότε μεταξύ ποιων

ποσών θα κυμαίνονται τα χρήματα που πρέπει να πληρώσει ; 
Προτεινόμενη λύση
Έστω  x  η αξία του παντελονιού  και  y η αξία της μπλούζας.

Τότε    30 < x < 35   άρα   60 < 2x < 70     (1)   
και      22 < y < 25   άρα    66 < 3y < 75     (2) 

(1) + (2)  δίνει  126 < 2x + 3y < 145

Άρα τα χρήματα θα κυμαίνονται μεταξύ 126  και  145 €.
15.
Μ’ ένα πούλμαν ταξιδεύουν 51 άτομα (o οδηγός και 50 επιβάτες).  Αν το βάρος κάθε ατόμου κυμαίνεται μεταξύ  60 kg  και 100 kg ,  οι αποσκευές κάθε επιβάτη ζυγίζουν από  4 kg  έως και 15  kg  και το πούλμαν έχει απόβαρο  13,25 tn  τότε να εκτιμήσετε το συνολικό βάρος του πούλμαν.  Είναι δυνατόν το πούλμαν να διασχίσει μία γέφυρα 

ενός επαρχιακού δρόμου που το ανώτατο επιτρεπόμενο βάρος διέλευσης είναι 20 tn; 
Προτεινόμενη λύση
Έστω x το βάρος ενός επιβάτη.  Τότε   60 < x < 100   άρα   51
[image: image1531.wmf]×

60 < 51x < 51
[image: image1532.wmf]×

100 

                                                                                                3060 < 51x < 5100     (1)   

Έστω y το βάρος των αποσκευών καθενός επιβάτη.  Τότε   4 < y < 15  

                                                                                               50
[image: image1533.wmf]×

4 < 50y < 50
[image: image1534.wmf]×

15  

                                                                                               200 < 50y < 750       (2)   

(1) + (2)  δίνει  3260 < 51x + 50y < 5850    (3)  

Αλλά   13,25 tn = 13,25(1000 = 13250 kg 

Στα μέλη της  (3)  προσθέτουμε το 13250 :    16510 < 51x + 50y  + 13250 < 19100  

Άρα  το συνολικό βάρος του πούλμαν κυμαίνεται από  16510 kg = 16,51 tn  έως   19100 kg = 19,1 tn.  Άρα το πούλμαν μπορεί να περάσει από την γέφυρα.

16.
Να λύσετε τις ανισώσεις 

α) 11
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3x < 7x + 1                   β) 2x
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9 > 5x + 6                  γ) 4(3x
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5) > 3 (4x + 5) 

δ) 
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Προτεινόμενη λύση
α) 

11
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3x < 7x + 1   άρα  
[image: image1549.wmf]-

7x
[image: image1550.wmf]-
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β) 

2x
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9 > 5x + 6    άρα   2x
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5x > 9 + 6 
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3x > 15 
                                     3x <
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15   
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4(3x
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5) > 3 (4x + 5)   άρα   12x
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20 > 12x + 15 
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                                                 2(3
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3x > 5(6
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                                                 6
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3x > 30
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6x > 24
                                                 6x < 
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24   
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6x < 2(3
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6x < 6
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1
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17.
Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων 

α) 
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Προτεινόμενη λύση
α) 

Λύνουμε κάθε ανίσωση χωριστά 
    7x
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1 <  8 + 6x   άρα    x < 9     (1) 

    3x
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2 > x
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10     άρα    2x >
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8    άρα   x >
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4     (2) 

Συναλήθευση των (1) και (2) στην ευθεία των πραγματικών αριθμών 

[image: image1947.emf]x΄ x
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Άρα οι κοινές λύσεις των ανισώσεων είναι οι   
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4 < x < 9 
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4x + 3 < 9 + 5x    άρα  
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x <6    άρα    x > 
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1
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[image: image1617.wmf]-

6   άρα  x >
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2    (2)
Συναλήθευση  των (1) και (2) στην ευθεία των πραγματικών αριθμών 
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Άρα οι κοινές λύσεις των ανισώσεων είναι οι   x >
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γ) 

2x + 5 < 
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 + 2   άρα    4x + 10  < x + 4   άρα  3x < 
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6  άρα  x <
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                                         3x
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[image: image1627.wmf]-

3x > 
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1
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                                         x < 
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      (2) 

Συναλήθευση των (1) και (2) στην ευθεία των πραγματικών αριθμών 
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Άρα οικοινές λύσεις των ανισώσεων είναι οι    x <
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18.
Να βρείτε θετικό ακέραιο αριθμό  x  ώστε  : 
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Προτεινόμενη λύση
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      ΕΚΠ = 40(x + 2) > 0  αφού x θετικός ακέραιος
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   με x θετικό ακέραιο    (2) 

Συναλήθευση των (1) και (2) στην ευθεία των πραγματικών αριθμών 
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Οι  κοινές λύσεις των ανισώσεων είναι οι   
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            ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 2ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

             Σχολικό  βιβλίο  σελίδες  118 – 119

1.
Αν  α ≠ β, να λύσετε τις εξισώσεις 

α)  (x + α) 2
[image: image1651.wmf]-

 (x + β) 2 = β2 – α2                 β) 
[image: image1652.wmf]x + 
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β
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1654.wmf]x + 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1656.wmf]-

1

Προτεινόμενη λύση
α) 

(x + α) 2
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 (x + β) 2 = β2 – α2   άρα    x2 + 2αx + α2
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x2 
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 2βx
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β2 = β2 – α2
                                                           2αx
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 2βx = 2β2 – 2α2
                                                           2x(α
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 β) = 2(β2 – α2 )   και επειδή α ≠ β 

                                                           x = 
[image: image1663.wmf]2(

β + α)(βα)

2(

αβ)

-

-

 = 

                                                              = 
[image: image1664.wmf]2(

β + α)(αβ)

2(

αβ)

--

-

 = 
[image: image1665.wmf]-

α
[image: image1666.wmf]-

β 

 β) 

    ΕΚΠ = αβ.    Πρέπει  αβ ≠ 0   άρα   α ≠ 0  και  β ≠ 0 
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1   άρα   αβ
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β( x + β) = α2
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α)  και επειδή  α ≠ β

                                                     x =
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2.
Στο διπλανό σχήμα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και
ΒΓΔ  είναι ορθoγώνια.  Να βρείτε τα x και y 

Προτεινόμενη λύση
Από το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε 
ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 

(x + 2)2 = x2 + (x + 1)2 

x 2 + 4x + 4 = x2 + x2 + 2x + 1

x2 
[image: image1689.wmf]-

 2x 
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3 = 0  με   Δ = 16   και ρίζες   x = 3  ή   x =
[image: image1691.wmf]-
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Και επειδή το x δηλώνει μήκος, δεκτή τιμή η  x = 3 

Επίσης    ΓΔ2 = ΒΓ2 + ΒΔ2   άρα   (3y 
[image: image1692.wmf]-

 2)2 = 52 + (2y + 2)2 
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12y + 4 = 25 + 4y2 + 8y + 4 
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 25 = 0 
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4y 
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5 = 0  

                                                       με Δ = 36   και   ρίζες  y = 5  ή  y = 
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Από αυτές η  y = 
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1  απορρίπτεται, διότι τότε θα ήταν  ΒΔ = 0.  Άρα  y = 5 

3.
Το γινόμενο δύο διαδοχικών θετικών ακεραίων αν διαιρεθεί με το άθροισμα τους

δίνει πηλίκο 7 και υπόλοιπο 23 . Να βρείτε τους αριθμούς 

Προτεινόμενη λύση
Έστω  x ο μικρότερος θετικός ακέραιος.  Τότε x + 1 είναι ο μεγαλύτερος .

Σύμφωνα με το πρόβλημα και την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης  

έχουμε    x(x + 1) = (x + x + 1)7 + 23 

               x2 + x = 14x + 7 + 23 

               x2 
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30 = 0   με  Δ = 289  και ρίζες  x = 15  ή  x = 
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Η  x = 
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2   απορρίπτεται, άρα οι ζητούμενοι αριθμοί είναι ο  15  και ο 16 

4.
Να λύσετε τις εξισώσεις για τις διάφορες τιμές του  α ≠ 0 
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Προτεινόμενη λύση
α) 

Η εξίσωση  
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  (1)    

ΕΚΠ = (x + α)(x
[image: image1716.wmf]-

α).    

Πρέπει   (x + α)(x
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α) ≠ 0    άρα   x ≠ 
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α   και   x ≠ α 

Η  (1)  γίνεται   x (x + α) + 2x (x –α) = 2α2      
                          x2 + αx + 2x2 –2αx = 2α2 
                          3x2 – αx –2α2 = 0  

Δ = (– α)2 – 4
[image: image1719.wmf]×
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Ρίζες :   
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Η  τιμή  x = α απορρίπτεται λόγω των περιορισμών. 

β) 

Η εξίσωση  
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ΕΚΠ = x(x + α)(x 
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α) 

Πρέπει   x( x + α)(x 
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α) ≠ 0   άρα   x ≠ 0  και  x ≠ 
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α  και  x ≠ α   τότε 
Η  (1)  γίνεται   3α(x + α) + x 
[image: image1738.wmf]-

α = 6x2   

                          3αx + 3α2 + x 
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α = 6x2  
                          6x2
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3αx 
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3α2 
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 x + α = 0 

                          6x2
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(3α + 1)x 
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3α2 + α = 0 

Δ = β2 
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 4αγ =  (3α + 1)2 
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3α2 + α) = 

                      = 9α2 + 6α + 1 + 72α2 
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Ρίζες :     
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Η τιμή  x1 = α απορρίπτεται λόγω των περιορισμών 
5.
Αν μία λύση της εξίσωσης x2 + (λ
[image: image1762.wmf]-

5)x + λ = 0 είναι ο αριθμός 1 , να βρείτε την άλλη 

λύση. 

Προτεινόμενη λύση
Αφού το 1 είναι λύση τα εξίσωσης,  την επαληθεύει. 

Άρα   12 + (λ
[image: image1763.wmf]-

5)(1 + λ = 0  

          1 + λ
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5 + λ = 0 

          2λ = 4  

          λ = 2 

Τότε η εξίσωση γίνεται   x2 
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3x + 2 = 0 

Δ = (
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3)2 – 4. 1 . 2 = 9 – 8 = 1
Ρίζες :   
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x

 = 
[image: image1768.wmf]βΔ

2

α

-±

 = 
[image: image1769.wmf]31

2

±

 = 
[image: image1770.wmf]31

2

±

  ή 
[image: image1771.wmf]31

2

±

 = 2  ή  1

Συνεπώς η άλλη ρίζα είναι το 2 
6.
Δίνεται το πολυώνυμο  Ρ(x) = x3 + 3x2 
[image: image1772.wmf]-

13x 
[image: image1773.wmf]-

15.   Να λύσετε την εξίσωση Ρ(x) = 0, 
αν είναι γνωστό ότι το  x
[image: image1774.wmf]-

3 είναι παράγοντας του P(x) 
Προτεινόμενη λύση
Εκτελούμε την διαίρεση  Ρ(x) : (x
[image: image1775.wmf]-

3) 

	   x3 + 3x2 – 13x – 15
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x3 + 3x2
	x
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       – 6x2 + 18x  
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	                  5x  – 15
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5x + 15
	

	                        0
	


Η ταυτότητα της διαίρεσης δίνει  x3 + 3x2 
[image: image1779.wmf]-

13x 
[image: image1780.wmf]-

15 = (x2 + 6x + 5)( x
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3) 

Οπότε  η  εξίσωση  Ρ(x) = 0 γίνεται    (x2 + 6x + 5)(x
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3) = 0 

                                                              x2 + 6x + 5 = 0   (1)    ή    x
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3 = 0    (2)
Για την εξίσωση  (1) :    Δ = 62 – 4. 1 . 5 = 36 – 20 = 16

                                       Ρίζες   
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5
Για την εξίσωση  (2) :   x = 3  

7.
Να βρείτε δύο διαδοχικούς ακέραιους αριθμούς τέτοιους ώστε το άθροισμα των αντιστρόφων τους αυξημένο κατά τον αντίστροφο του γινομένου τους να είναι 

ίσο  με  1. 

Προτεινόμενη λύση
Έστω   x ,  x + 1 οι διαδοχικοί ακέραιοι , όπου  x ≠ 0  και x + 1 ≠ 0  για να ορίζονται οι αντίστροφοι τους,  δηλαδή  x ≠ 0  και x ≠ 
[image: image1793.wmf]-
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Σύμφωνα με το πρόβλημα θα έχουμε  την εξίσωση   
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 = 1             ΕΚΠ = x( x + 1) το οποίο είναι ≠ 0  λόγω των περιορισμών  οπότε 

Η εξίσωση γίνεται    x + 1 + x  + 1 = x(x + 1)   
                                 x + 1 + x  + 1 = x2 + x   
                                 x2 – x 
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2 = 0  

Δ = (
[image: image1798.wmf]-

1)2 – 4. 1 . (
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2) = 1 + 8 = 9

Ρίζες :   
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Η τιμή   x = 
[image: image1806.wmf]-

1  απορρίπτεται λόγω των περιορισμών.

Συνεπώς  x = 2 ,   άρα οι ζητούμενοι αριθμοί είναι το  2  και το  3. 

8.

Να βρείτε τις διαστάσεις ενός οικοπέδου σχήματος ορθογωνίου, αν είναι γνωστό ότι 
οι πλευρές του διαφέρουν κατά 2 m και το εμβαδόν του οικοπέδου είναι 399 m2 .
Προτεινόμενη λύση
Έστω x η μικρότερη πλευρά, τότε  x + 2  είναι η μεγαλύτερη και άρα το εμβαδόν του είναι  x(x+ 2).   
Με  βάση το πρόβλημα έχουμε   x(x+ 2) = 399   άρα   

                                                     x2 + 2x
[image: image1807.wmf]-

399 = 0   
Δ = 1600  και  ρίζες  x1 = 19 ,   x2 = 
[image: image1808.wmf]-

21

Επειδή το x δηλώνει μήκος, η ρίζα  x2 = 
[image: image1809.wmf]-

21 απορρίπτεται, οπότε x = 19  και επομένως οι διαστάσεις είναι 19 m και 21 m .
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9.

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image1810.wmf]µ

A

 = 90ο)
και το ύψος του ΑΔ.  Αν είναι  ΑΔ = x ,              

ΒΔ = 2x + 9  και  ΓΔ = 3 ,  να 
υπολογίσετε τον αριθμό x
Προτεινόμενη λύση
Από το Πυθαγόρειο θεώρημα 

στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ , ΑΔΓ και ΑΒΓ 

έχουμε ότι     ΑΒ2 = ΑΔ2 + ΔΒ2    (1)   
                      ΑΓ2 = ΑΔ2 + ΔΓ2     (2)  
                      ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΔΓ2     (3) .

 Η  (3)  λόγω των  (1)  και  (2)  γίνεται    ΒΓ2 = 2ΑΔ2 + ΔΒ2 + ΔΓ2   άρα 

                                                                 (ΒΔ + ΔΓ) 2 = 2ΑΔ2 + ΔΒ2 + ΔΓ2  
                                                                 (2x + 12) 2 = 2x2 + ( 2x + 9) 2 + 32   
                                                                 4x2 + 48x + 144 = 2x2 + 4x2 + 36x + 81 + 9

                                                                 2x2 
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 54 = 0 

                                                                 x2 
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6x 
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 27 = 0  
 Δ = 144   και ρίζες   x = 9  ή  x =
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3 

Επειδή το x δηλώνει μήκος, η ρίζα x = 
[image: image1816.wmf]-

3 απορρίπτεται.  Οπότε x = 9
10 .

Να συγκρίνετε τους αριθμούς (1 + α)(1+ β) και 1 + α + β

Προτεινόμενη λύση
Βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς  Δ = ( 1 + α)(1+ β) 
[image: image1817.wmf]-

(1 + α + β)

                                                                  = 1 + α + β + αβ 
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1
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α
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β = αβ 


[image: image1821.wmf]·

     Όταν  αβ > 0  δηλαδή  α , β  ομόσημοι,  τότε Δ > 0 και επομένως   
 

        (1 + α)( 1+ β) > 1 + α + β 


[image: image1822.wmf]·

     Όταν  αβ < 0  δηλαδή   α , β   ετερόσημοι,  τότε Δ < 0 και επομένως   
 

        (1 + α)(1+ β ) < 1 + α + β 


[image: image1823.wmf]·

     Όταν  αβ = 0  δηλαδή  α = 0  ή  β = 0,  τότε Δ = 0 και επομένως 

        (1 + α)(1+ β) =1 + α + β 
11.

α)  Να αποδείξετε ότι (α
[image: image1824.wmf]-

β)2 + (β
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γ)2 + (γ
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α)2 =2 (α2 + β2 + γ2 – αβ – αγ – βγ) 

β)  Αν για τους προηγούμενους αριθμούς  α , β , γ  ισχύει 

      α2 + β2 + γ2  = αβ +  αγ +  βγ,  να αποδείξετε ότι  α = β = γ 

Προτεινόμενη λύση
α) 
(α
[image: image1827.wmf]-

β) 2 + ( β
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γ) 2 + ( γ
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α)2  =  α2
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2αβ + β2 + β2 
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2βγ + γ2 + γ2 
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2αγ + α2 

                                                = 2α2
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2αβ +2 β2  
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2βγ + 2 γ2 
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2αγ =

                                                =2 ( α2 + β2 + γ2 – αβ – αγ – βγ) 

β) 

Αν  α2 + β2 + γ2  = αβ +  αγ +  βγ  τότε το  2ο  μέλος του  (α)  είναι 0,  οπότε και  

 (α
[image: image1836.wmf]-

β) 2 + ( β
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γ) 2 + ( γ
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α)2 = 0    σχέση που ισχύει όταν 

(α
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β) 2 = 0   και   ( β
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γ) 2 = 0   και   ( γ
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α)2 = 0    δηλαδή 

α
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β = 0   και   β
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γ = 0   και   γ
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α = 0   άρα 

α = β   και   β = γ   και    γ = α   συνεπώς    α = β = γ 

12.

Να αποδείξτε ότι 
[image: image1845.wmf]4

ν(ν + 2)



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1846.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1847.wmf]1

(

ν + 1)(ν + 2)

> 
[image: image1848.wmf]2

ν(ν + 1)

 για κάθε θετικό ακέραιο ν 

Προτεινόμενη λύση
ΕΚΠ = ν( ν  + 1)( ν + 2) > 0   αφού  ν  θετικός ακέραιος 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι

ν(ν  + 1)(ν + 2)
[image: image1849.wmf]4

ν(ν + 2)



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1850.wmf]-

 ν(ν  + 1)(ν + 2)
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 >  ν(ν  + 1)(ν + 2) 
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4( ν + 1) 
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ν > 2(ν + 2)    
4ν + 4 
[image: image1854.wmf]-

ν > 2ν + 4 

 ν > 0      που ισχύει  αφού ν είναι θετικός ακέραιος

13.

Αν  α ,  β , γ είναι τα μήκη των πλευρών ενός τριγώνου, να αποδείξετε ότι 

α)  α2 + β2 > γ2 
[image: image1855.wmf]-

2αβ        β)  α2 + β2 < γ2 + 2αβ       γ)  α2 + β2 + γ2 < 2αβ + 2αγ + 2βγ 

Προτεινόμενη λύση
α) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι    α2 + β2 > γ2 
[image: image1856.wmf]-

2αβ                
                                             α2 + β2  + 2αβ
[image: image1857.wmf]-

γ2 > 0 

                                             (α + β )2
[image: image1858.wmf]-

γ2 >0 

                                             (α + β + γ) (α + β – γ) > 0    (1) 

Όμως τα  α, β , γ  είναι μήκη πλευρών τριγώνου οπότε  α + β + γ > 0 

και λόγω της τριγωνικής ανισότητας  α + β > γ   δηλαδή   α + β – γ > 0        
Επομένως η  (1)  ισχύει αφού το πρώτο μέλος της είναι γινόμενο θετικών. 

β) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι    α2 + β2 < γ2 + 2αβ  
                                              α2 + β2
[image: image1859.wmf]-

 2αβ
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γ2 < 0

                                              (α 
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 β)2
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 γ2 < 0

                                              (α 
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 β + γ) (α 
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 β – γ) < 0      (2) 

Όμως λόγω της τριγωνικής ανισότητας είναι   β < α + γ   άρα  α + γ – β > 0 
                                                                  και   α < β + γ   άρα  α 
[image: image1865.wmf]-

 β – γ < 0 

Επομένως η  (2) ισχύει αφού το πρώτο μέλος της είναι γινόμενο ετεροσήμων. 

γ) 

Στο  (β)  αποδείξαμε ότι   α2 + β2 < γ2 + 2αβ   οπότε κυκλικά θα είναι  και

                                          β2 + γ2 < α2 + 2βγ   και 
                                          α2 + γ2 < β2 + 2αγ 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις τρείς αυτές ανισότητες έχουμε 

2α2 + 2β2 + 2γ2 < α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2αγ + 2βγ   άρα   

α2 + β2 + γ2 < 2αβ + 2αγ + 2βγ

14.

Να διατάξτε τους θετικούς ακέραιους  α ,  β , γ από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο, 
αν ισχύει  2007α = 2008β = 2009γ .
Προτεινόμενη λύση
Αφού  2007α = 2008 β  και  α , β θετικοί ,  θα ισχύει   
[image: image1866.wmf]2007

2008

 = 
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Όμως    2008 > 2007 άρα  
[image: image1868.wmf]2007

2008

 < 1  συνεπώς και 
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α

 < 1   άρα   β < α   (1) 

Επίσης   2008β = 2009γ    άρα   
[image: image1870.wmf]2008

2009

 = 
[image: image1871.wmf]γ

β

  και όπως πριν  γ < β   (2)  
Από τις  (1)  και  (2)  συμπεραίνουμε ότι   γ < β < α 

15.

Αν  α > 4  να αποδείξετε ότι η εξίσωση   (α + 1) x2
[image: image1872.wmf]-

 (3α
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2)x  + α + 1= 0 έχει δύο 
λύσεις άνισες .
Προτεινόμενη λύση
Δ = β2 
[image: image1874.wmf]-

4αγ = (3α 
[image: image1875.wmf]-

2)2 
[image: image1876.wmf]-

4(α + 1) (α + 1) =

                     = 9α2 – 12α  + 4 – 4 (α2 + 2α+ 1) = 

                     = 9α2 – 12α  + 4– 4α2– 8α – 4 = 

                     = 5α2 – 20α = 5α (α – 4) 

Αφού   α > 4   είναι  α – 4 > 0 .

Εεπομένως  Δ >  0 ως γινόμενο θετικών,  οπότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις άνισες

16.

Να υπολογίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α ,  β , γ  που ικανοποιούν τη σχέση 

α2 + β2 + γ2 
[image: image1877.wmf]-

2α 
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4β
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6γ + 14 = 0

Προτεινόμενη λύση
α2 + β2 + γ2 
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2α 
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4β
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6γ + 14 = 0          άρα
α2 + β2 + γ2 
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2α 
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4β
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6γ +1 + 4 + 9 = 0

(α
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1)2 + (β
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2)2 + (γ
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3)2 = 0  

(α
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1)2 = 0   και   (β
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2)2 = 0   και   (γ
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3)2 = 0

α
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1 = 0   και   β
[image: image1893.wmf]-

2 = 0   και   γ
[image: image1894.wmf]-

3 = 0      άρα     α = 1  και  β = 2  και  γ = 3 

17.

Να προσδιορίσετε την ελάχιστη τιμή της παράστασης Α = α2 
[image: image1895.wmf]-

10αβ + 27β2 
[image: image1896.wmf]-

8β + 8 

Για ποιες τιμές των  α  και  β  η παράσταση γίνεται ελάχιστη ; 

Προτεινόμενη λύση
Α  =  α2 
[image: image1897.wmf]-

10αβ + 27β2 
[image: image1898.wmf]-

8β + 8 =

     =  α2 
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10αβ + 25β2  + 2 β2 
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8β + 8 = 

     =  (α
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5β)2 + 2(β2 
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4β + 4) = (α
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5β)2 + 2(β 
[image: image1904.wmf]-
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Άρα η ελάχιστη τιμή της  παράστασης Α  είναι το 0. 

Και αυτό συμβαίνει όταν   (α
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Ο καθηγητής 
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Ο μαθητής 

Κύριε αυτή η εξίσωση ούτε μέχρι το 2020 δεν λύνεται 
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Οριζόντια 

1.  Είναι η εξίσωση αx2 + βx + γ = 0 , α ≠ 0

2.  Ορίζεται μεταξύ πραγματικών αριθμών 

3.  Η εξίσωση αυτή επαληθεύεται για κάθε τιμή του αγνώστου 

4.  Ο αριθμός 2 είναι …..της εξίσωσης x2 
[image: image1938.wmf]-

5x + 6 = 0 
5.  Είναι η λύση της εξίσωσης (x
[image: image1939.wmf]-

1)2 = 0 
6.  Η επίλυση μιας εξίσωσης 2ου βαθμού γίνεται και με …….τετραγώνου 

7.  Η εξίσωση αυτή περιέχει κλάσμα με  άγνωστο στον παρονομαστή . 

Κάθετα 

1.  Το πρόσημο της καθορίζει το πλήθος των λύσεων μιας εξίσωσης 2ου βαθμού .

2.  Η εξίσωση αx2 + βx + γ = 0 , α ≠ 0 με β2 
[image: image1940.wmf]-

4αγ > 0 έχει …….λύσεις 

3.  Ιδιότητα που ισχύει και στην διάταξη πραγματικών αριθμών 

4.  Η εξίσωση αx + β = 0 με α ≠ 0 έχει……λύση 

5.  Λέγεται και ρίζα μιας εξίσωσης 

6.  Είναι η εξίσωση 0x = 7 
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